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RESUMO

FREITAS, Gabriel. Explorando as curvas Splines e Bézier. 2025. 73 f. Trabalho de Conclusao de
Curso — Licenciatura em Matematica, Universidade Federal do Espirito Santo. sdo mateus, 2025.

Este trabalho investiga as curvas splines, com foco na constru¢ao geométrica das curvas de
Bézier e sua implementacdo no software GeoGebra. A pesquisa adota uma abordagem tedrica e
experimental, incluindo revisdo bibliogréfica, atividades com alunos do ensino superior tratando
a spline como método interpolante.

Os experimentos conduzidos permitiram comparar o desempenho das splines com o método de
Lagrange, evidenciando que as splines resultam em menores erros de interpolacido. Além disso,
a construcdo detalhada das curvas de Bézier no GeoGebra proporcionou uma compreensao
mais profunda de suas propriedades e aplicacdes. O estudo destaca a relevancia do ensino
dessas técnicas no curriculo académico, considerando sua ampla aplicabilidade em diversas
areas, como engenharia, computacao grafica e ciéncias aplicadas.

Palavras-chave: Splines. Interpolagdo. Geogebra. Bézier.



ABSTRACT

FREITAS, Gabriel. Title in English. 2025. 73 f. Trabalho de Conclusdo de Curso — Licenciatura
em Matematica, Universidade Federal do Espirito Santo. sdo mateus, 2025.

This work investigates spline curves, focusing on the geometric construction of Bézier curves
and their implementation in the GeoGebra software. The research adopts a theoretical and
experimental approach, including a literature review and activities with higher education
students, treating splines as an interpolation method.

The conducted experiments allowed for a comparison of the performance of splines with the
Lagrange method, highlighting that splines result in smaller interpolation errors. Furthermore,
the detailed construction of Bézier curves in GeoGebra provided a deeper understanding of
their properties and applications. The study emphasizes the relevance of teaching these techni-
ques in the academic curriculum, considering their wide applicability in various fields, such as
engineering, computer graphics, and applied sciences.

Keywords: Splines. Interpolation. Geogebra. Bézier.
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1 INTRODUCAO

As curvas splines s3o curvas suaves que se destacam como uma ferramenta essencial
na aproximac3o e na interpolacdo de fun¢des, modelagem matemdtica, computagdo gréfica,
design e projeto de produtos e animagdes. Historicamente, as curvas splines surgiram como
uma solugdo para as limitagoes dos polinémios de grau elevado, que, embora dteis em algumas
situacoes, podem apresentar oscilacOes indesejadas, gerando erros significativos.

Ao longo dos anos, varios tipos de curvas splines foram desenvolvidas, entre elas a curva
de Bézier. Considerada como uma spline paramétrica, a curva de Bézier foi criada para facilitar
o desenho de pecas de veiculos com o auxilio do computador. Pela primeira vez, projetistas
puderam usar o computador para tracar curvas suaves, modificar e aprimorar o desenho com
extrema facilidade, replicar e armazenar seus projetos. Com o programa desenvolvido por Pierre
Etienne Bézier, as curvas eram tracadas sem exigir conhecimento profundo sobre as equacdes
que as definem, apenas pela movimentac3o dos pontos de controle.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um histérico sobre a origem das curvas
splines e Bézier, sua relagdo com a analise matematica, sua evolucdo e algumas aplicagoes, com
énfase em sua eficicia como método interpolante. Também serdo apresentados roteiros para a
constru¢do geométrica, algébrica e matricial da curva de Bézier no GeoGebra (HOHENWARTER,;
IGI, ), buscando proporcionar ao Professor/Aluno a oportunidade de transformar abstragdes
tedricas em objetos visuais e manipuldveis. Isso facilita a compreensao dos contelidos envolvidos
nessas construcdes, como funcdes paramétricas, composicao de funcdes, produto de matrizes,
somatdrio, polindmios, coeficiente binomial, expansiao binomial e outros.

A escolha deste tema se justifica pela importancia histérica das curvas splines e Bézier
no desenvolvimento de programas dedicados ao Desenho/Projeto Assistido por Computador
(CAD) e sua estreita relagdo com a Matemdtica, sendo relevante levar esse assunto ao
conhecimento de professores e alunos. Este trabalho é de natureza qualitativa, com metodologia
estruturada em quatro etapas: revisdo bibliografica, descricdo dos objetos de pesquisa e
resultados consolidados, aplicacdo dos conceitos estudados e uma pesquisa com um grupo de
alunos voluntdrios. A revisao bibliografica aborda o desenvolvimento histérico das splines e
suas aplicacoes, enquanto a descricao dos objetos de pesquisa apresenta os métodos analisados,
destacando suas caracteristicas e implicacdes. A aplicacdo pratica dos conceitos foi realizada com
quatro alunos do ensino superior, que utilizaram o software GeoGebra para explorar os métodos
de Lagrange e splines como método interpolante. Durante as atividades, os participantes
observaram que as splines apresentaram erros significativamente menores, evidenciando suas
vantagens.

A estrutura deste trabalho foi delineada de maneira a proporcionar um aprofundamento
progressivo e légico dos conceitos envolvidos. No Capitulo 2, apresentamos os conceitos iniciais

de aproximacdo e interpolacdo. Dedicamos o Capitulo 3 a apresentacdo dos polinémios de
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Bernstein, fundamentais na demonstracao do Teorema de Weierstrass e no contexto histérico
das curvas suaves. No Capitulo 4, apresentamos e demonstramos o Teorema de Aproximagao
de Weierstrass. Ja no Capitulo 5, analisamos, de forma integrada, a Férmula de Lagrange, o
fendmeno de Runge e a utilizacdo dos nés de Chebyshev no processo de interpolacdo.

As curvas splines sdo apresentadas no Capitulo 6, com a interpolagdo polinomial por
partes. No Capitulo 7, exploramos as curvas de Bézier, abrangendo sua histéria, sua construgdo
geométrica e sua representacdo algébrica e matricial. A aplicagdo pratica dos conceitos é feita
no Capitulo 8, com a construcdo passo a passo da curva de Bézier no GeoGebra.

No Capitulo 9, apresentamos informagdes sobre a evolugdo das curvas spline. No
Capitulo 10, propomos um experimento de observacdo grafica entre o método de Lagrange e as
splines como método interpolante, utilizando o GeoGebra. Por fim, o Capitulo 11 apresenta um
estudo de caso envolvendo quatro alunos do ensino superior, evidenciando a aplicabilidade e as
vantagens das abordagens propostas. Além disso, incluimos no apéndice a biografia de grandes
nomes que contribuiram para o desenvolvimento da Andlise Matematica e da Matematica
Aplicada, e que foram citados neste trabalho, oferecendo uma visdo mais profunda sobre as

personalidades e os marcos histdricos dessas areas.



2 APROXIMACAO E INTERPOLACAO

A aproximacao e a interpolacdo sao ferramentas fundamentais na ciéncia, permitindo
que pesquisadores representem e analisem dados de maneira eficiente. A interpolacdo é definida
como o processo de construir uma funcdo que passa exatamente por um conjunto de pontos
conhecidos. Ja a aproximagao consiste em construir uma funcdo que se ajusta a funcao original,
sem a necessidade de passar diretamente por todos os pontos conhecidos (BURDEB; FAIRES,
2010). Na Figura 1, dispomos os gréficos de uma aproximagdo linear e uma interpolagdo

polinomial.

Figura 1 — Gréfico contendo 6 pontos, uma interpolagdo polinomial e uma aproximacao linear
desses pontos.

O Pontos
Interpolacéo Polinomial

Aproximagéo Linear |

Fonte: Autoria prépria.

Métodos de aproximacgao e interpolacao sdo usados na visualizacdo de solucdes da
maioria dos modelos matematicos. Os modelos matematicos s3o essenciais para representar
uma ampla variedade de fenémenos naturais, sejam eles fisicos, quimicos ou bioldgicos, além
de serem indispensdveis em pesquisas nas diversas dreas da engenharia. Muitos desses modelos
sao expressos por meio de equagdes integrais ou diferenciais, cujas incégnitas sdo fungoes.
No entanto, na maioria dos casos, encontrar solucdes analiticas para essas equacoes pode ser
extremamente complexo ou até mesmo impossivel. Diante desse desafio, diversos métodos
numéricos foram desenvolvidos para obter solucdes aproximadas, embora em um dominio
discreto e finito. Uma vez obtida a solucdo discreta, torna-se necessario utilizar técnicas de
interpolacdo ou aproximagao para expandir o dominio discreto para o dominio continuo, que é
mais adequado a representagdo natural dos modelos.

Os métodos de aproximacdo e interpolagao também sdo usados para analisar dados

tabelados, oriundos de experimentos ou medicoes, permitindo sua representacao por meio de
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funcoes elementares.

Diversas areas do conhecimento fazem uso desses métodos. Por exemplo, na engenharia,
a interpolacdo e a aproximacao sdo usadas para obter a estimativa de propriedades de materiais,
como resisténcia ou dureza, através de pequenas amostras (MERCURI et al., 2024). Isto
nao apenas é (til para economizar tempo e recursos, mas também fornece uma andlise mais
precisa e detalhada. Na economia, s3o feitas estimativas do comportamento do mercado
financeiro, baseadas em dados histéricos de pregos e volumes de negociacdo, sem necessidade
de informagdes completas para cobrir todo o periodo (RICARDO, 2021).

Na area da biologia, a pratica de analisar a relacao entre espécies e ambiente, através
da analise de dados sobre populacdes de plantas e animais, tem, com o uso da interpolacao e
aproximacao, trazido um maior conhecimento do ecossistema, auxiliando o direcionamento das
politicas de conservagdo (FIGUEIREDO et al., 2025).

As funcdes polinomiais sdo amplamente utilizadas para aproximar e interpolar con-
juntos de pontos ou fun¢des com alto grau de complexidade. Essas fun¢des possuem diversas
propriedades que facilitam seu uso em modelos computacionais. Elas sao fungoes suaves, de facil
armazenamento, e tanto suas derivadas quanto suas antiderivadas também s3o funcdes polino-
miais. Além disso, a avaliacao de um polindmio em um ponto especifico pode ser realizada por
meio de uma quantidade pré-determinada de operacGes elementares, o que as torna eficientes
computacionalmente. Vale ressaltar que o Teorema da Aproximacao de Weierstrass (Weierstrass,
1885) garante a existéncia de uma fungdo polinomial capaz de aproximar, de maneira uniforme,
qualquer funcao continua definida em um intervalo compacto. Esse resultado teérico reforca a
importancia das fun¢des polinomiais como ferramentas poderosas para modelagem e analise
numérica.

No Capitulo 3, sera introduzida uma base para o espaco dos polinGmios de grau menor
ou igual a n, chamada Base de Bernstein, a qual terd um papel central na demonstracdo do

Teorema da Aproximacdo de Weierstrass, abordado no Capitulo 4.



3 0S POLINOMIOS DE BERNSTEIN

Os polindmios de Bernstein foram apresentados pelo ucraniano Sergei Natanovich
Bernstein, em 1880, com o objetivo de facilitar a demonstragdo do teorema da aproximacgao de
Weierstrass. Desenvolvidos sem pretensoes além do campo tedrico, os polinomios de Bernstein,
apresentaram inimeras aplicagOes praticas e incriveis ganhos computacionais ao serem usados
na representacao de curvas e superficies. Os polindmios de Bernstein formam uma base para o
espago P, (), dos polindmios de grau menor ou igual a n. Denominada Base de Bernstein,
essa base € utilizada nas principais ferramentas de desenho assistido por computador (computer
aided design - CAD). Uma retrospectiva histérica, descrevendo a evolucdo das aplicagdes da
base de Bernstein, pode ser encontrada no artigo de Farouki (2012).

O conjunto P, (x) é um espago vetorial de dimens3o n + 1 e sua base usual é dada

2 ... 2"}, que é denominada de base monomial. Na Figura 2

pelo conjunto B, = {1,z,x
dispomos o gréfico das 13 fun¢des que compdem a base monomial de Pi5(z), limitadas ao

intervalo [0,1].

Figura 2 — Grafico da base monomial para Pi5(z).

1l
XX XX X X X X X X X
© e TN T T T T T T o

v
Q
<
=
=

o

v
Do =

=
Argging
X X X

P

0 02 04 06 038 1 P1a(x

Fonte: Autoria prépria.

A base de Bernstein aparece como uma base alternativa para gerar o espaco P, (z) .

3.1 A base de Bernstein

Considere a expansao binomial

(p—I—q)”:Zn: (?)p ¢, i=0,..n (1)

i=0
onde
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é o coeficiente binomial e n € o grau do polindmio.

Tomando p =t e q=1—1 e substituindo em 1 teremos

(t+(1—1t)" = i (”) £ (1 -t (2)

i
i=0
Observe que p+qg=t+ (1 —t) = 1.

A expressao 2 nos permite definir os polinémios de Bernstein de grau n como

n

,)ti (1—t)"" para i=0,..,n. (3)
i

s = (

O conjunto B,, = {B(x) : i =0,1,...,n} forma uma base para o espaco vetorial
Pn(x), chamada de base de Bernstein.

Os polindbmios que compdem a base de Bernstein de grau 1 s3o:

1

B = (g )ea -0 =a-o
Bi(t) = G)tl(l —t)y =t

cujos graficos, limitados ao intervalo [0,1], sdo apresentados na Figura 3.
Figura 3 — Polindmios da base de Bernstein de grau 1.

1

— Bi(Y)

08} — Bi()

06

=
04
02t
0 L
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Fonte: Autoria prépria.

Os polindmios que compdem a base de Bernstein de grau 2 s3o:
2 2 0 2—0 2
Bit) = ()=t =(1-1)
2 2 1 2—1
Bi(t) = <1>t (1=t =2(1—-t)t

e seus graficos, limitados ao intervalo [0,1], estdo representados na Figura 4.
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Figura 4 — Polinémios da base de Bernstein de grau 2.

0.4
0 L L L L
0 02 04 06 08 1

t

Fonte: Autoria prépria.

Os polindbmios que compdem a base de Bernstein de grau 3 s3o:
3 3Y 0 3-0 3
Bj(t) = 0 (1=t =(1-1)

B0 = (]

1>t1 (1—t)*1 =3t(1 —t)?

Figura 5 — Base de Bernstein de grau 3.

0.8 |

06 1

04

0.2 |

Fonte: Autoria prépria.

Na Figura 6 apresentamos os gréficos dos polindmios de Bernstein de graus 4 e 12.



Capitulo 3. OS POLINOMIOS DE BERNSTEIN 8

Figura 6 — Bases de Bernstein de graus 4 e 12.

(a) Bernstein de grau 4 (b) Bernstein de grau 12
1 1
J— BS(t) - B102(t)
— B4(t) - B}Z(t)
0.8 Bé(t) 0.8 BI2(t)
—Bi() —B¥()
06 | — Bi(t) o 08 — B0
& a 50
0.4 0.4 — B&()
— B
0.2 02 —B¥
— Bl
0 0 4 =S\ T
0 0 02 04 06 08 1 I
t Bia(t)
Fonte: Autoria prépria.
Algumas propriedades dos polindmios de Bernstein de grau n sao:
1. S3o linearmente independentes e geram o espa¢o P, (t);
2. A base é simétrica: Bl'(t) = B]'_,(1 —1t);
3. Suas raizessdo 0 e 1;
4. Particdo da unidade: """ B(t) =1 ;
5. Sdo positivos no intervalo (0,1);
6. Satisfazem a relac3o de recorréncia:
Br*H(t) =B (t) + (1 - )B}(t) ,
para i = 0,---,n + 1, onde a recursdo ¢ iniciada com B{(t) = 1 e assumindo que

B, = B}, =0. Isso quer dizer que a base do grau n + 1 pode ser gerada a partir da

base do grau n através da relagao de recorréncia.

Além das propriedades apresentadas aqui, os polinomios de Bernstein apresentam

diversas outras propriedades interessantes, que podem ser encontradas em (FAROUKI, 2012).

Em (BHATTI; BRACKEN, 2007), é apresentada uma forma geral dos polindmios de

Bernstein em um intervalo compacto [0, R], para R > 0, definida da seguinte maneira:

B(t) = (:/L) t(Rﬁ%)_ parai=0,...,n. (4)

Para o valor R = 1 temos a definicdo apresentada em 3. Na Figura 7, exibimos todos os 13

polindmios de Bernstein de grau 12 em sua forma geral e limitados ao intervalo [0, 10].
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Figura 7 — Gréficos dos 13 polinémios de Bernstein de grau 12 em sua forma geral, limitados
ao intervalo [0,10].

0.8 BS?

_Bé2
Be?
—B%
— B
= [ BiEW |
4 6 8 10
X

Fonte: Autoria prépria.

A base de Bernstein apresenta diversas vantagens em relagdo a base monomial. Segundo
Farouki e Rajan (1987) a base monomial ndo possui os atributos geométricos naturais da forma
de Bernstein e pode ser substancialmente mais sensivel a erros de arredondamento aritmético
ou perturbages em dados iniciais. Farouki e Rajan (1987) também comparam a estabilidade
numérica de dois procedimentos de avaliagdo de polinémios em um ponto: o método de Horner
(para polinémios na base monomial) e o algoritmo de Casteljau (para polinémios na base
de Bernstein). Os resultados mostraram que, sob perturba¢des nos coeficientes, a forma de
Bernstein apresenta limites de erro menores em compara¢do com a forma de poténcia (base
monomial). Essa maior estabilidade numérica faz da base de Bernstein uma escolha preferencial

em aplicagbes que exigem precisao e robustez computacional.

A seguir, apresentamos a definicao do polinomio de Bernstein associado a uma fungao f.
Esses polinémios desempenham um papel central na demonstracdo do Teorema de Weierstrass,
pois fornecem uma maneira explicita e construtiva de aproximar fungdes continuas definidas

em intervalos compactos por meio de polinémios.

Definicao 3.1. Dada uma fung¢do continua f : [0,1] — R, o polinémio de Bernstein de grau

n associado a f como B! :[0,1] — R, onde

Bl =3 (7)= a-orr(3) )

Observe que, na definicdo do polinémio de Bernstein associado a uma fun¢ao f, o
intervalo [0,1] é dividido em n partes iguais e a fungdo f é calculada em cada um dos n + 1
pontos que determinam essa divisdo. Quanto maior o grau do polinémio de Bernstein, mais
préximo ele estard da funcao f. No exemplo 3.2, apresentamos um polindGmio que aproxima

uma fungdo no intervalo [0,1] .
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Exemplo 3.2. Encontre o polindmio de Bernstein de grau 5 associado a fungdo f(z) = ——

no intervalo [0,1].

Usando a férmula (5) teremos:

Bg@ﬂ::§5<§>x%1—ﬁw&”f(é>

1=0

Para i =0,1,2,3,4,5, as avaliagdes de f nos pontos ¢ sdo:

(©)-r )5 Q)2 Q)3 )5 -2

Avaliando os coeficientes binomiais:

O+ 0 Qn Qo s

O polindmio de Bernstein de grau 5 que aproxima a fun¢do f no intervalo [0,1] sera:

50

25 25 25 1
Bi(z) = (1—2)° + gl’(l —z)' + 7-752(1 —z)° + ZxS(l —z)? + E:LA(I —x)+ 5:105.

Na Figura 8a, exibimos o grafico da fun¢do f e do polindmio de Bernstein de grau 5.
Observe o detalhe da pequena diferenca entre o polindmio e a funcdo f, apresentada na Figura
8b.

Figura 8 — Gréficos de f e do polinémio de Bernstein de grau 5 associado a f, com destaque,
em (b), para a proximidade entre as fun¢des no intervalo [0,1].

(a) Gréfico de f e do polinémio Bg (b) Detalhe da aproximagdo no intervalo [0,1]

2 1

B 0.9
1
¥ 08 B!
05
07
-3-25-2-15-1-05 05 1 156 2 25 3 35 4345 5 f

105 0.6
=1
05
-1.5
Fonte: Autoria prépria.

Apesar de o exemplo demonstrar que o polindmio de Bernstein de grau 5 aproxima

adequadamente a funcdo dada e sabendo que, quanto maior o grau, melhor serd a aproximacgao,
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ndo devemos nos entusiasmar excessivamente com esse método. (FARIN, 2002) ressalta que,
em geral, a convergéncia desses polinGmios é bastante lenta.

Uma curiosidade acerca do polindmio (5) é a sua relagdo direta com a definicdo de
valor esperado (esperanga matematica), um conceito fundamental na teoria das probabilidades.

Dada uma varidvel aleatéria X, o valor esperado de uma fun¢do g(X) é dado por:

= g(k)- P(X =k),

o= (oo

é a distribuicdo binomial. Para a fungao f 5 teremos:

O£ Qoo

que coincide com o polinémio 5.

onde
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4 O TEOREMA DA APROXIMACAO DE WEIERSTRASS

O Teorema da Aproximagdo de Weierstrass é um dos principais resultados da andlise
matematica, estabelecendo que qualquer funcdo continua definida em um intervalo compacto
pode ser aproximada uniformemente por polinémios. Desde sua formulagdo original, apresentada
por Karl Weierstrass em 1885, esse teorema acumulou inimeras demonstracoes ao longo dos
anos. Além da demonstracdo apresentada pelo proprio Weierstrass, dezenas de outros matema-
ticos renomados propuseram abordagens alternativas. Entre eles, destacam-se Henri Lebesgue
(1898), Edmund Landau (1908) e Sergei Bernstein (1912). Cada uma dessas demonstragdes
trouxe novas perspectivas e técnicas, contribui¢des significativas para o enriquecimento do
campo da analise matematica.

Destacamos a demonstracao apresentada por Bernstein em seu trabalho intitulado
"Démonstration du théoréme de Weierstrass fondée sur le calcul des probabilités” (1912).
Bernstein utilizou conceitos de probabilidade para construir uma sequéncia de polinémios,
hoje conhecidos como polindmios de Bernstein, que convergem uniformemente para a funcao
continua dada. Essa abordagem n3o apenas prova o teorema, mas também estabelece uma
conexao entre analise e probabilidade.

Neste capitulo, apresentamos uma demonstracao do Teorema da Aproximacao de

Weierstrass utilizando a abordagem de Bernstein, conforme a referéncia de Goldberg (1976).

Teorema 4.1. (Teorema da aproximacao de Weierstrass) Seja f : [a,b] — R uma fungdo
continua. Para todo ¢ > 0, existe um polinémio P(t) tal que |P(t) — f(t)| < € , para todo
t € lab].

O teorema de Weierstrass possui outras versdes (GOLDBERG, 1976), vale mencionar

duas delas.

1. O conjunto de todos os polinémios é denso no espago métrico Cla, b].
2. Para cada f € C[a, b] ha uma sequéncia de polindmios (P, ) que converge uniformemente
para f em [a,b].

Antes de demonstrarmos o Teorema, é importante apresentar algumas definicdes dos

conceitos fundamentais utilizados em sua formulacdo.

Duas hipéteses do teorema de Weierstrass, a funcao f é continua e estd definida em
um intervalo compacto [0,1], nos revelam duas caracteristicas importantes sobre a fungdo: f é

limitada e é uniformemente continua. Lembrando as respectivas defini¢ces:
e [ é limitada: existe M > 0 tal que |f(z)| < M para todo z € [0,1].
e f é uniformemente continua: dado € > 0 , existe 6 > 0 tal que |f(x) — f(y)| < € sempre
que |z —y| < dexy e 01]
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Para garantir maior fluidez na demonstracdo do teorema, formulamos dois pequenos
lemas que foram retirados da prépria demonstracdo. Os lemas desempenhardo um importante

papel, apresentando algumas identidades usadas durante a demonstracao.

Lema 4.2. Para x € [0,1] dispomos das seguintes identidades

1= zn: (Z) 2 (1 — z)m* (6)

.- Z (Z)g 2 (1= ) (7)
%+(1_%)x2:§<7;)z_zx’f(1—x)n—k. (8)

Demonstragdo. Considere a expans3o binomial, para p,q € R
(p+q" = Zn: (n>p’“ ¢ ", (9)
k=0 &

Derivando a Equac&o (9) em relagdo a p, depois multiplicando ambos os lados por p/n, obtemos

~ N\, o
n(p+q)" 1=Z(k>kp’“ Lyt

k=0

p(p+q)" = zn: (Z) K g g, (10)

n
k=0

Derivando a Equagdo (10) em relagdo a p, depois multiplicando ambos os lados por p/n

"L /n\ k2
(p+)" "+ —pp+q" 7= (k) — gt
k=0

SIS

(p+q)" "+ (1 - %) Pp+q"?= i (Z) K pPrgr (11)

k=0
Para z € [0,1], a substituicdo de p =z e ¢ = 1 — x nas Equac¢des 9, 10 e 11 nos d4

as identidades que queremos.

Apresentamos agora o segundo lema.
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Lema 4.3. Para x € [0,1], vale a identidade

Zn: (Z) (% - x>2xk (1—z)"* = @ (12)

k=0

~ ~ 2
Demonstracdo. Da expansao de (% — x) obtemos:

k=0 k=0
~ 22y (Z)% 2 (1—z)"F +
k=0
2 - n k n—k
+ <k:)$ (1—2x) (13)
k=0

Usando as identidades apresentadas no Lema 4.2, identidades (6),(7) e (8), na

Equagdo (13) teremos o resultado

i(Z) (S_x>2xk(1_x)nk = %Jr(l—%):ﬁ —2? 4 2
SIS Py

Demonstracdo. (Teorema de Weierstrass 4.1) Sem perda de generalidade podemos substituir

o dominio [a,b] pelo intervalo [0,1]. Dada f : [0,1] — R continua, o polindmio de Bernstein

Bl =Y (Z) o (1= 2)k (S) | (14)

k=0

associado a f sera:

Vamos mostrar que, para cada € > 0 dado, existe um N € N suficientemente grande,
tal que
|f(z) — Bl(x)] <e paratodo n>N e x€[0,1]. (15)

Usando 6 e 14,

-5t = s> (1) @ = 3 (1)t ey ()

k=0

-8l = 3 () 00 [ -1 (1)] (16

n

A continuidade uniforme de f garante que, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

|f(z) = f(E)] < 5 sempreque |v— % <4 e z,% € [0,1]. Assim, analisaremos a
soma em 16 sob dois cenarios distintos. O primeiro cendrio trata dos valores =, % € [0,1] tais
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que |z — %\ < 0, que formarao o conjunto S7. O segundo cenario trata dos valores tais que
|z — §| > §, que formardo o conjunto Sy. Com isso, podemos reescrever (16) da seguinte

maneira:

fla) = Bi(z) =) (Z) (1= 2y [f(x) _f (g)} .
() a-artlim -1 (5)] )

Aplicando o médulo em ambos os lados da Equacdo (17) e em seguida a desigualdade

£ () 0o o4

> (3) a0t -1 (5] ‘ . (18)

Sa

triangular, teremos

|f(z) = Bl(x)] < +

_|_

Aplicando a desigualdade triangular no médulo referente a soma em S; encontramos

; (Z) (1 — z)n " {f(x) —f (%)] < Z (Z) (1 —2)"F f(x) - f (%) ‘ . (19)

St
Em S temos |z — £| < 6, que garante
k €
—r(E) <<, 2
-1 (5] <5 (20)

Usando 20 e a identidade 6 na desigualdade (19) obtemos
N\ K n—k k € N\ k nk o €
1—- — — < - 1— <. 21
) (Haa-or @ -r (5)]| <52 ())a-arr<s.

S1
Analisaremos agora o termo referente ao conjunto Sy, na desigualdade 18. Aplicando

a desigualdade triangular e propriedades basicas do médulo encontramos

SZ(Z)xk(l—m"—k -1 (Y] gsz(’;)xm_x)n—k -1 (%)|=
> (3)ea-or [ (5] e

Sa

IN

Na desigualdade 22 , que é restrita aos elementos do conjunto S5, usaremos o fato da
fungdo f ser limitada em [0,1]. Assim, existe M > 0 tal que |f(x)| < M para todo x € [0,1].

Logo, para z,% € [0,1] temos
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; (Z)xk(l — )" " [f(x) —f (%)] <> <Z>x’“(1 —z)" F M + M|
> (Z)xk(l — )" [f(x) —f (S)] < QMZ < ) (1— )" * (23)

Sa

Em S5, a condi¢do |z — £| > § nos leva a seguinte desigualdade (z — £)* > §2.

Utilizando o Lema 4.3 encontramos

@ _ zn: (Z) (% - m)ka (L—a)" "> ) (Z)a:’“ (1—x)" " (24)

k=0 Sa

e, ap6s dividirmos por 2, obtemos

<>x 1—x"k<%. (25)
<

Lembrando que x(l — )

3 (Z) 2 (1— )"t < 4;52 . (26)

Retornando a desigualdade 23 e usando 26 encontramos

) (3)ara om0 -7 (%))

% e usando esse fato em 25 obtemos

<2MZ( ) (1—z)" % <

1 M

<2M = . 2
- 4no?  2né? (27)

Tomando N suficientemente grande, de modo que N52 < €, para n > N obtemos

n\ ek k M €
1— — - < < —. 28
Z(k>< o 1@ = 1 ()| < 5o < 5 (28)
Por fim, considerando n > N, de 18 , 21 e 28 alcancamos o resultado
/ € €

f@) - Bl < S+ 5= (29)
que a conclui demonstragdo do teorema. O

A demonstracdo apresentada é uma demonstracao construtiva, ou seja, além de
demonstrar que existe uma aproximag¢ao polinomial para a fun¢ao f, a demonstracdo apresenta
um modo explicito de construir tal polindomio.

Os polindmios de Bernstein também se revelaram uma étima base para as curvas de
Bezier, apresentadas no Capitulo 7. Antes, nos Capitulos 5 e 6, apresentamos o método de

interpolacao de Lagrange e interpolagao polinomial por partes.



17

5 INTERPOLACAO E O POLINOMIO DE LAGRANGE

Os métodos de interpolacdo sdo utilizados para estimar os valores de uma fungdo em
um intervalo conhecido. Isso significa que, a partir de um arquivo de dados tabulares, podemos
inserir pontos intermedidrios, obtendo uma aproximacao da fung¢3do original por meio de um
polindmio interpolador. Esse polinomio sempre passard pelos pontos tabelados, e o seu grau
dependerad da quantidade de pontos que se deseja interpolar. A interpolacdo mais elementar é
a interpolagao linear, onde apenas dois pontos sao usados para encontrar o polinémio de grau
menor do que ou igual a 1 que passa pelos dois pontos.

Dados n+1 pontos, denotados por (2o, 4o), (z1,y1), " -+ , (Tn, Yn), Onde 1y < « -+ < 2y,
é possivel garantir a existéncia e unicidade de um polindmio P, (z), de grau menor ou igual a n,
que passe por todos os n + 1 pontos, ou seja P,(x;) = y;. Um polindmio de grau n, expresso
por P,(z) = Z;‘l:o a;x?, quando avaliado nos n + 1 pontos, gera um sistema linear com n + 1

equacoes do tipo:
n

Po(x;) = Z%‘Iz =Y,

=0
onde ag, aq, - - - ,a, sao as incégnitas. Esse sistema pode ser representado matricialmente como:
2
1 zy x5 --- x5 |ao Yo
1z 23 - 2| |4y Y1
=|. |- (30)
2
1z x7 -+ a2y lan UYn

A matriz associada ao sistema linear 30 é chamada de Matriz de Vandermonde V,,.

Seu determinante é também conhecido como determinante de Vandermonde.

D= I (& —w) (31)

0<i<j<n

Nessas condi¢Bes (x; # x;, para i # j), o determinante de Vandermonde ¢é diferente
de zero (KVASOV, 2000), garantindo a existéncia de solu¢do tnica do sistema linear 30. As
incégnitas a; desse sistema correspondem aos coeficientes do polinémio interpolador. Esse
método é a abordagem mais direta para determinar o polindmio interpolador, garantindo tanto
a existéncia quanto a unicidade de um polinomio interpolador.

A matriz de Vandermonde é extremamente mal condicionada, com linhas "quase”
linearmente dependentes, por isso a solugdo direta do sistema n3o é recomendada (KVASOV,
2000). O principal parametro usado para medir a condicdo de uma matriz é denominado nidmero

de condigao.
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Definicao 5.1. Dada uma matriz invertivel A, o quociente

14
A = A

é denominado de ndmero de condicdo da matriz A.

Esse valor representa, de modo geral, o quanto os erros relativos nos dados sdo
amplificados durante a resolucdo do sistema de equa¢des. Um nimero de condicdo x = 1
implica que as perturbagdes de entrada e saida sdo idénticas. O condicionamento é uma
propriedade intrinseca da matriz, ndo do algoritmo ou da precisdo em ponto flutuante do
computador usado para resolver o sistema correspondente.

O ndmero de condicdo da matriz de Vandermonde cresce exponencialmente (CA-
MARGO, 2018), conforme apresentado na tabela 1.

Tabela 1 — Ndmeros de condicao da matriz de Vandermonde para n = 2 até n = 13.

n  Ndmero de Condigdo k(V},)
2 1.51x10*
3 0.89x 101
4 6.86x10?
5 4.92x103
6 3.61x104
7 2.68x10°
8 2.01x 108
9 1.52x107
10 1.16x10%
11 8.83x10%
12 6.78x10°
13 5.22x 1010

Fonte: (STEWART, 2023)

Uma opg¢ao para encontrar o polindmio interpolador é utilizar o Método de Lagrange,
um dos métodos de interpolacdo mais conhecidos e utilizados. Este método exibe explicitamente
o polinémio solucdo do sistema 30, sem necessidade de resolvé-lo diretamente. Além do Método

de Lagrange, existem outros métodos de interpolacao, como o de Newton e o de Gregory-Newton

5.1 Fdérmula de Lagrange

Definicdo 5.2. ( Férmula de Interpolagdo de Lagrange) Dado um conjunto de n + 1 pontos
distintos (o, %0), (z1,91), - - -, (Tn, Yn), 0 polinémio interpolador de Lagrange P, (x) de grau n

que passa por esses pontos é dado por:

Pa(@) = i Lifa),
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onde L;(x) s3o os polindmios de Lagrange, definidos como:

O polindmio P, (z) é tnico e satisfaz P(z;) = y; para todos os pontos i =0, 1,...,n.

A férmula de Lagrange é bastante simples e a mais utilizada para pequena quantidade
de pontos, porém nao é a representacao mais adequada para o polinémio interpolador. Ha
outras maneiras de se obter o polinomio interpolador com menos operacoes aritméticas que as
necessdrias para utilizar essa férmula.

Exemplo 5.3. Suponha que um sensor meteoroldgico tenha registrado a temperatura em uma
cidade em trés horarios distintos da manh3, conforme mostrado na Tabela 2. Nosso objetivo é

estimar a temperatura as 10h, utilizando a interpolagdo quadrética de Lagrange.

Tabela 2 — Registro de temperatura ao longo da manha.

Hordrio (h) 6|9 |12
Temperatura (°C) | 18 | 22 | 28

Fonte: Autoria prépria.

A férmula do polinémio interpolador de Lagrange para trés pontos é dada por:

Py(z) = ToLo(x) + T1 Ly (z) + Ty Lo(x)

B (x — 1) (x — 29) (x — z0)(x — 22) (x — zo)(x — 21)
Plo) =T (zo — 1) (wo — x2) th (21 — o) (w1 — 72) th (72 — m0) (w2 — 71)

Substituimos os valores conhecidos:

(x —9)(x — 12) (x —6)(x — 12) (x —6)(x —9)

P =61 T2 e e 1) Duz_6)012_9)
Py(x) = %xQ — %x + 16 . (32)

Agora, avaliamos para z = 10 para estimar a temperatura nesse hordrio:

1 1 100 — 30 + 144
Py(10) = 510° ~ 10+ 16 = 5 T 9378 (33)

Portanto, a temperatura estimada as 10h é de aproximadamente 23,78°C.

A interpolacao de Lagrange permitiu estimar a temperatura em um horario interme-
didrio com base nos dados fornecidos. Esse método ¢ (til para situacdes em que medicoes

continuas nao estao disponiveis, permitindo uma boa aproximacao dos valores reais.

Embora a interpolagdo de Lagrange seja eficaz para casos com poucos pontos, ressalta-

mos que, quando aplicada a uma grande quantidade de pontos, o polindmio interpolante pode
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Figura 9 — Polindmio interpolador de Lagrange que interpola os valores da Tabela 2.

28 T T . . o
O Data points
= |agrange interpolation

26

24

22 1

20

Fonte: Autoria prépria.

apresentar oscilacdes significativas em regibes entre os pontos de interpolacdo. A interpolacio
de pontos igualmente espacados também pode gerar oscilagdes nas extremidades do intervalo
de interpolacdo, conhecido como Fenémeno de Runge. Além disso, polinémios de alto grau, que
surgem naturalmente ao aumentar o nimero de pontos, tendem a ser numericamente instdveis,
tornando o método menos confidvel para grandes conjuntos de dados. Outras técnicas sdo
mais recomendadas para esses casos, como interpola¢do polinomial por partes (splines) ou
aproximag¢do por minimos quadrados (ESPOLADOR, 2021).

5.2 O Fenémeno de Runge

O fenémeno de Runge é um efeito matemdtico que ocorre na interpola¢io polinomial
de alto grau, caracterizado pelo surgimento de oscilacdes indesejadas, principalmente nas
extremidades do intervalo de interpolacdo. Esse comportamento foi identificado por Carl David

Tolmé Runge, em 1901, ao investigar a interpolagdo da funcao

1

1) = 550
em pontos equidistantes no intervalo [—1,1].
5.3 Exemplo Classico de Runge

Considere a fungdo f : [0,1] — R, onde
f) = (34)
r)=——-—
1 + 2522

Se interpolarmos f(x) usando pontos equidistantes, as oscilagdes de P,(x) tornam-se

significativas a medida que n aumenta. Na Figura 10 apresentamos as interpolagdes de Lagrange
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para 7 e 11 pontos equidistantes, aproximando a funcdo 34 . Ao aumentarmos o grau do

polindmio, notamos grandes oscilagdes nas extremidades do intervalo.

Figura 10 — Oscilagdes no polindmio interpolador de Lagrange utilizando 7 e 11 pontos equi-

distantes sobre a funcio f(z) = —1+215x2-

Funcéo de Runge
# 11 Pontos Equidistantes
O 7 Pontos Equidistantes
—— Interpolacéo Lagrange 7 pts

Interpolagao Lagrange 11 pis

-1 -05 0 0.5 1

Fonte: Autoria prépria.

O fenémeno de Runge ocorre devido a dois fatores principais:
e Pontos equidistantes: Quando se escolhem pontos igualmente espagados ao longo do
intervalo de interpolacdo, as oscilagdes tendem a se intensificar nas extremidades.
e Sensibilidade numérica: Polindmios de alto grau sdo extremamente sensiveis a pequenas
variacoes nos valores dos pontos de interpolagdo, o que pode gerar instabilidade nos

resultados.

5.4  Noés de Chebyshev

Os No6s de Chebyshev tém sua origem no trabalho de Pafnuti Chebyshev, matematico
russo do século XIX, que contribuiu significativamente para o desenvolvimento dos polinémios de
Chebyshev e para a aproximacgdo de fungdes. Em 1859, Chebyshev introduziu uma sequéncia de
polindbmios ortogonais, conhecidos como polinémios de Chebyshev, com o objetivo de aproximar
fungdes continuas, ao mesmo tempo em que minimiza os erros dessa aproximagdo. Os Nés
de Chebyshev s3o diretamente relacionados a esses polinGmios e podem ser definidos como
os pontos onde a fungdo polinomial de Chebyshev atinge seus valores extremos, ou seja, os
zeros desses polindmios. A introducdo dos Nés de Chebyshev trouxe uma verdadeira revolucao
para a interpolagdo numérica, uma vez que esses pontos ajudam a evitar o efeito de Runge
(DUNHAM, 2024).
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Os nés de Chebyshev sao pontos de interpolacdo distribuidos de forma n3o uniforme,

mais densos nas extremidades do intervalo. Eles s3o dados por:

21 +1 .
T; = COS m), 1=0,1,... n.
2n + 2

Essa distribuicdo reduz significativamente as oscilagdes e melhora a precisdo da interpolacdo
(MASON; HANDSCOMB, 2002).

Na Figura 11, sdo apresentadas duas interpolacdes de Lagrange com 11 pontos
aplicadas a funcdo de Runge. A primeira interpolacdo utiliza pontos equidistantes, enquanto a
segunda emprega os nés de Chebyshev. E evidente a melhoria na aproximacao da funcao de
Runge ao adotarmos os ndés de Chebyshev, que minimizam as oscila¢des nas extremidades do

intervalo, contrastando com os resultados obtidos usando pontos equidistantes.

Figura 11 — Interpolagdo de Lagrange para 11 pontos equidistantes (azul) e 11 nés de Chebshev

(vermelho) sobre a funcdo f(7) = 55z

Funcdo de Runge
O 11 Pontos Equidistantes

Interpolagdo Lagrange(Equidistantes)
# 11 nos de Chebyshev
Interpolacéo Lagrange(Chebyshev)

Fonte: Autoria prépria.

Para a aproximacdo de uma fung¢do conhecida, é possivel calcular o valor de f em
qualquer ponto desejado, o que facilita a avaliacdo nos nés de Chebyshev. No entanto, no caso
de dados tabelados e fixos, a utilizacdo dos nds de Chebyshev ndo é aplicdvel. Uma abordagem
mais eficiente neste contexto, é a interpolacao polinomial por partes, descrita no capitulo

seguinte.
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6 INTERPOLACAO POLINOMIAL POR PARTES - SPLINE

Vimos que um polindmio de alto grau, cobrindo todo o dominio, pode gerar oscilagoes
no intermédio dos pontos de interpolacdo, que levam a erros significativos de estimativa.

Como alternativa a utilizagdo desses polindmios, podemos definir polindmios de grau
reduzido em cada subintervalo do dominio. A funcao interpoladora passa a ser uma fung¢ao
polinomial por partes, que, ao impor condicoes de continuidade da funcao e de suas derivadas,
passa a ser denominada spline. O nome "spline” foi introduzido na literatura matematica por
Schoenberg (1946), seu trabalho chamou a atengdo para as possibilidades de aproximagdes
com as func¢des splines (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS, 2009). O nome spline é inspirado
em uma antiga técnica de desenho de curvas suaves, utilizadas na construcdo de cascos de
embarcacgoes e asas de avides. Uma fita fina e flexivel de madeira, chamada spline, era usada
para modelar os formatos das curvas. A curva era completamente determinada por uma pequena
quantidade de pontos, geralmente ancorados por pedacos de chumbo, delimitando a spline. Na
Figura 12 temos um exemplo da técnica de desenho, com a spline e os pontos fixos. Os pontos
eram transferidos para o piso de madeira de um grande galpdo chamado de mold loft, onde as
pecas eram modeladas em tamanho real (ROGERS; ADAMS, 1989). Na Figura 38 temos duas
fotos de trabalhadores em um mold loft.

Figura 12 — Curva spline sendo modelada por pesos.
'H—_p——' B T . . T T 3 v

Fonte: (JONATHON; MEG, 2014).
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Figura 13 — Homens trabalhando em um mold loft.

(a) Spline em um mold loft (entre 1939 e 1945). (b) Peca elaborada em um mold loft (1943).

Fonte: (LOFTING, 2020)

Definicao 6.1. Spline de Grau k&
Uma fungdo S : [a,b] — R é chamada de spline de grau k (k > 1) com relagdo a x;
se as condicOes a seguir forem validas:
1. O dominio de S é um intervalo [a, b];
2. A funcdo S e suas derivadas ', S”, ..., S*~1 s3o todas continuas em [a, b];
3. Existem pontos z; (os nés de S) tais que a = 9 < x; < -+ < x, = b e, em cada

subintervalo [x;,;41], S é um polindmio de grau no maximo k.

Observe que na definicdo de spline de grau k£ n3o ha nenhuma indicagdo que S é uma
funcao interpoladora. Associando a cada z;, citado na definicdo 6.1, um valor y; teremos n + 1
pontos de interpolacdo, que podem ser usados na criacdo da spline interpolante S.

A spline linear (grau 1) é a mais simples entre as splines interpolantes, conectando os
pontos de interpolagdo por meio de segmentos de reta. Ja a spline cibica (grau 3) é a mais
utilizada dentre as splines interpolantes, devido a sua suavidade, garantida pela continuidade
de segunda ordem. Essa transicdo suave entre os intervalos a torna ideal para aplicagbes que

exigem naturalidade e precisao.

6.1 Spline cibica interpolante

A partir da Definicdo 6.1, como determinar completamente uma spline interpolante

de grau k7 Dados o intervalo [a,b] e n + 1 pontos, (xo,%0), (Z1,91), " , (Tn,Yn), onde a =
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ro < x1 < ---<x, =>b, teremos n intervalos e assim, precisamos encontrar n polinbmios de

grau k. No caso da spline clbica, os polindmios s3ao do tipo:
Si(z) = ax® + bix* + v + d;

Como cada polindmio ctbico possui 4 coeficientes desconhecidos, é necessério de-
terminar 4n coeficientes. Cada polinémio possui dois valores conhecidos, nos extremos do
subintervalo onde esta definido, o que gera 2n equacdes. Além disso, os n — 1 pontos internos e
as continuidades de S’ e S” nesses pontos geram 2(n — 1) equag¢des. Utilizando as informagdes
da Defini¢do 6.1, obtemos 2n + 2(n — 1) = 4n — 2 equagdes, um nimero insuficiente para
determinar os 4n coeficientes desconhecidos de forma precisa.

Constatamos, assim, que as caracteristicas de uma spline de grau k n3o s3o suficientes
para determinar com exatidao uma spline interpolante. Para resolver esse problema, é necessario
incluir condicdes de contorno (condi¢des de ponto final), adicionando duas equagdes extras.
Dessa forma, alcancamos um total de 4n equacdes, nimero necessario para a determinacao
dos coeficientes da spline clbica interpolante.

Ha vérias maneiras de determinar as condi¢cdes de contorno para a spline clbica,
cada uma delas adequada a diferentes contextos e necessidades. Segundo Maind| (2018) as

abordagens mais comuns s3o:

e Spline cubica natural

As derivadas de segunda ordem s3o definidas como zero nos extremos do intervalo [a.b] :
1 1
S"(xg) = S"(x,) =0
Essa é uma escolha indicada quando nao ha outras informagdes adicionais sobre o com-

portamento da funcdo nas extremidades ou fora do intervalo.

e Spline completa (ou spline fixada)

Sdo especificados valores ¢q e ¢, para as primeiras derivadas nos extremos, ou seja:

S'(zo)=q0 e S'(xn)=¢n

e Spline periddica
Quando a func3o a ser interpolada é periddica, as condicdes de contorno s3o definidas

de modo que a funcdo e suas derivadas coincidam nos extremos do intervalo, ou seja :
S(xo) = S(x,), S'(xo)=5"(x,) e S"(zo)=5"(x,)

e Spline "Not-a-knot” ("ndo um nd")
E uma forma de definir as condicoes de contorno para uma spline ctbica, evitando a

imposicao de valores especificos para as derivadas nos extremos do intervalo. Em vez
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disso, ela impde que a terceira derivada da spline seja continua nos primeiros e ultimos nds.
Isso significa que os dois primeiros polinémios da spline se tornam um dnico polinémio, o
mesmo ocorrendo com os dois Ultimos polinGmios.

SY'(w1) = 55'(z1) e S0 (wn1) = 5/ (wn1)

n—1

A spline clbica interpolante é uma curva suave, sem picos ou mudancas abruptas de

curvatura nos nés e é frequentemente utilizada em interpolacdes em grandes escalas (LOPES;
COSTA, 2018).

Para ilustrar a estrutura definida pela spline, apresentamos no Exemplo 6.2 a constru¢do
de uma spline cubica que passa por quatro pontos dados. Esse exemplo demonstra a capacidade

da spline de interpolar os dados de forma suave, garantida pela continuidade das derivadas.

Exemplo 6.2. Dados os pontos: A = (1,1), B =(2,5), C =(3,6) e D= (4,0), encontre

a Spline Cubica que passa por esses pontos.

Os quatro pontos dados determinam trés intervalos, [1,2],(2,3] e [3,4]. Devemos
encontrar, em cada um deles, um polinémio de grau 3, que obedece as caracteristicas da spline,

apresentadas na Definicao 6.1.

Si(z) = ay2® + byx® + cix + d;
52(33) = a2$3 + b2$2 + cox + dg
Sg(l') = a3x3 + b3£L‘2 + c3x + dg

Para determinarmos os trés polindmios, precisamos encontrar os 12 coeficientes que
os definem. Para resolver um sistema linear com 12 incégnitas, sdo necessarias 12 equagoes.
As caracteristicas da spline clibica fornecem essas equagdes.

Seis equagdes sdo encontradas avaliando os polin6mios nos pontos extremos de seus

intervalos de defini¢do, cujo valor é conhecido.

Si(1)=1
a;+bi+e+d=1 (35)
S1(2) =5
8a; +4by +2¢; +d; =5 (36)
S5(2) =5

8@2 + 4b2 + 202 + d2 =5 (37)
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S2(3) =6

27as +9by +3co +dy =5 (38)
S3(3) =6

27a3 + 9b3 4+ 3c3 +d3 = 6 (39)
S3(4) =0

64as + 16b3 + 4¢3 + dz = 0 (40)

Outras duas equagdes sdo encontradas exigindo a continuidade da derivada nos pontos

intermediarios. Sabendo que:

d
S;;ix) = S1(z) = 3a,2° + 2b1x + ¢
as
;E%) = S)(x) = 3asx® + 2byx + ¢y
dSs(x) = S4(x) = 3azx® + 2bsx + c3
dz
teremos
51(2) = 5(2)
3a1(2)% + 2b1(2) + 1 = 3a9(2)* + 2b2(2) + coe
12&1 + 461 +c1 — 12@2 — 4b2 — Cy =0 (41)
e
95(3) =55(3)
3a3(3)% + 2b5(3) + ¢ =3a3(3)? + 2b3(3) + 3
27&2 + 6b2 + Co — 27(1,3 — 6b3 — C3 =0 (42)

As derivadas de segunda ordem, aplicadas nos pontos intermedidrios, fornecem duas

outras equa¢oes. Como

d*Si(x) _
d—;2 :Sl (IL‘) = 6&1[[‘ + 2b1
d*Sa(x) _

d;z :S2 (ZL‘) = 6@2[[‘ -+ 2b2
d*S3(x) _
d—{?L"Q 253 (.T) = 6&31‘ + 2b3

teremos
S1(2) = 55(2)
6(11(2) + 2()1 == 6(12(2) + 2b2
12@1 + 2b1 - 12&2 — 2b2 =0 (43)
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95(3) = 55(3)
6(12(3) + 2b2 = 6(13(3) + 2b3
18@2 + 2b2 — 18&3 - 2()3 =0. (44)

Utilizando as condi¢des de contorno natural, que anula a derivada segunda nos extremos do

intervalo de interpolacao, teremos mais duas equacoes

S7(1) =0
6(11(1) + 2b1 =0
6ay + 2b; = 0 (45)
(S
SI(4) =0
6&3(4) -+ 2b3 =0

As equacdes 35...46 formam um sistema de 12 equagdes lineares com 12 incégnitas

que, em forma matricial, pode ser representado por:

1111 0 0 0 0 0 0 0fa]t
8 4 2 1 0 0 0 0 0 0 Ofl, |5
0 000 4 2 1 0 0 0 Ollal |5
0000 27 9 3 1 0 0 0 O0lld |6
0000 0 0 0 0 27 9 3 1llas |6
00000 0 0 0 0 64 16 4 1||bs| [0 (47)
12410 —-12 =4 =10 0 0 0 O0llel |0
0 000 27 6 1 0 —27 —6 —1 0[|dy| |0
12200 —-12 =2 0 0 0 0 0 O0flag| [0
0000 18 2 0 0 —18 —2 0 0[[by |0
6 200 0 0 0 0 0 0 O0fles| |0
0 000 0 0 0 24 0 0]|ds |0

A solug3o do sistema 47, calculada no Octave! (EATON et al., 2021), é :

IAplicativo de cédigo aberto utilizado para computacio numérica, permitindo realizar calculos matematicos,
andlises de dados e criar gréficos.
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laq] [—0.3333]
by 1

a| | 3.3333
dy -3
as| |—1.3333
bo | 7 (48)
| | —8.6667
dy 5
as| | 1.6667
by —20
cs| [72.3333
ds| | 76

A solucdo do sistema 47 nos dd os coeficientes dos polindmios, definidos em cada
intervalo, gerando a fun¢do polinomial por partes S(x).

_%x3+$2+§x—3, se 1<t<2
S(x) =1 —423 + 722 — By 45 se 2<t<3 (49)

gx3—20x2+23£m—76, se 3<t<4

Os gréficos dos polindmios e da spline cubica interpolante sdo apresentados na Figura 14.

Figura 14 — Spline cibica interpolante: em 14a os polindmios no intervalo [1,4], montados com
os coeficientes encontrados no sistema linear e em 14b a spline ctbica.

(a) Gréaficos dos trés polindmios. (b) Gréafico da spline interpolante S
7 ‘ ‘ ‘ ‘ 7 ‘ : ‘ : ‘
© Pontos © Pontos
6 — S f 3 o |
Sa(x) ’ o
— Syx) — S3(x)
5 3
4
X
=
3 L
2 i
]
0 0 ‘
1 15 1 15 2 25 3 35 4

Fonte: Autoria prépria.
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6.2 Algoritmo para implementacao da spline cibica

Nesta secdo, vamos apresentar uma abordagem mais eficiente para encontrar a spline
clbica natural, reduzindo consideravelmente o tamanho do sistema linear envolvido, baseado
em (STEWART, 2023).

Dados n+ 1 pontos, (zo,Y0), (€1,41), - * (Tn,Yn), Onde 2o < 21 < -+ < Z,,, qUEremos
encontrar uma spline ctibica que passa por todos esses pontos. A spline é uma funcdo polinomial
por partes, logo suas derivadas também s3o polinomiais por partes. Para uma spline clbica,
sua derivada segunda é linear por partes e pode ser escrita, em cada subintervalo [z;, x;.1], da

seguinte forma

S// _ S{/ _ S// ; T — Tiy1 S// ; T — T 50
(1) = S1(0) = S"{a) T2tk 87 (p) T (50
e fazendo M; := S"(x;) e h; = x;41 — x; temos
M; M;
§"(w) = Si(2) = 5= (w1 — ) + = (w =) (51)
Integrando a Equagdo (51) em relagdo a = temos
—M,; M;
S'(x) = Si(x) = (i1 — )2 + =2 (x — ;)2 + Ci + Dy (52)
2h; 2h;
uma nova integracao nos da
M; M;
S(x) = Si(z) = @(Iiﬂ —z)’ + —6h+~1 (z —2;)* + Ci(ziy1 — 2) + Di(x — ;) . (53)

Para encontrar as constantes de integracdo C; e D;, usamos o fato de conhecermos o

valor de S em z; e x;14

M; M;
S(x;) =y = @(l’iﬂ —2;)° + Cilwips — x;) = ?h? + Cihi (54)
S(%’H) =Yi41 = 6h+<1 (Tip1 — iUz')g + Di(xiJrl - xz) = 6+1 h? + D;h; (55)
que nos da os seguintes valores
Yi 1
n G (56)
i 1
D= %5 — Miih, (57)
Derivando S, na Equacdo (53), e substituindo os valores das constantes C; e D; temos
M. M.
! 1 2 i+1 2
/ = - el N2 O+ D,
Si@) = G (@ — 2+ S @ =)t = G+ D,
—M; M; Yi 1 Yi 1
—M; M; Yitr —Yi D
Si(x) = o, (i — ) + W:l(x — ;)% + Hh—z - g(Mi—i-l — M;) . (58)
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Da continuidade da primeira derivada de S temos S!_,(z;) = Si(z;) para i =
1,2,--- ,n—1. Assim

alws) = (i —2)" + 224 R LM, - M)
(o) = gy B B )
(i) = %Mihi—l + % + éMi—lhi—l (59)
e
Si(w;) = _ZTA?(%H — ;) + ]\g;; (z; — 2:)* + yz%z_y% + %(MH-I — M;)
Si(;) = _22/1[1 hi + yth: v %(Mi—f—l — M;)
Si(z:) = — %Mihi + yl%l_yl - % i+1h; (60)

igualando 60 e 59 encontramos

Si_1(xi) = Si(xi)

7

1 i —Yie1 | 1 1 i1 — Y 1
S Mihi—1 + Yi— b1 —M;_1hi—y =— S M;h; + Yl i = Mi1hi

3 hi—1 6 3 h; 6
1 1 1 Yiv1r — Y  Yi —Yi—1
6 1hi—1 + 3 (hi—1 + hi) + 6 it n, o
M;_1h;_1 + 2Mi<hi_1 + hl) + My hi =6 yz‘+1h— Yi Y ; Yi—1 (61)
7 i—1

A Equagdo (61) fornece (n — 1) equagdes, com as incégnitas My, Mo, - -+ M, 1. As
incégnitas M, e M,, podem ser obtidas ao determinarmos o tipo de spline clbica que queremos
montar. Como nossa opc¢do € a spline ctbica natural, as equacdes que completam o sistema
sao My = 0 e M, = 0. Portanto, é suficiente resolver o sistema reduzido, dado pelas equa¢oes
em 61.

A matriz que corresponde ao sistema linear dado por 61 é tridiagonal e diagonal
dominante, pois 2(h;—1 + h;) > h;—1 + h;,. Toda matriz diagonal dominante é invertivel,
garantindo a solucdo do sistema. Além disso, a fatoracdo LU nao precisa de pivotamento parcial

(STEWART, 2023). A representacdo matricial cuja representacdo matricial serd
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[2(ho + hy) hy 0 0 0 WMy
hl 2(h1 + hg) h2 0 T 0 M2 ng
0 h2 2(h2 + hg) hg tee 0 M3 }/3
0: : : - : : :
0 0 hn—3 2<hn—3 + hn—Z) hn—Q Mn—2 Yn_
0 0 0 hn_s 2(hn—g + 1) | [Myy ] Yo
Encontrando as incégnitas M, M,, --- ,M,,_; podemos substituir nas equacgdes 53,

56 e 57, que nos dara os polinémios definidos em cada subintervalo.

Para exemplificar a eficiéncia desse algoritmo, vamos refazer o exemplo 6.2.

Exemplo 6.3. Dados quatro pontos, A = (1,1), B =(2,5), C =(3,6) e D = (4,0),
queremos encontrar a spline ctibica natural que interpola esses pontos, utilizando o esquema

apresentado nessa secao.

A equacao 61 produz duas equacdes, uma para ¢ = 1 e outra para 7 = 2.

Para ¢ = 1, a equacao serd

Moho + 2M, (ho + hy) + Mohy = 6 {”h_yl _ ylh_y“} ,
1 0

que nos da
My +4M; + My = —18 . (62)

Para ¢« = 2, a equacao sera

Mihy + 2Ma(hy + hy) + Mshy = 6 [y3; Y2 _ th_ yl] :
2 1

que nos da

A opcao pela spline natural, My =0 e M3 = 0, em conjunto com as equagdes 62 e

63 nos dd o seguinte sistema

AMy + My = —18
{M1 + 4Mo+ = —42
cuja solucao é My = -2, My, = —10.
Os valores das incégnitas M; e M,, juntamente com os valores My =0e Mz =0,

sao usados nas equagdes 53 , 56 e 57 para determinar os trés polindmios que compdem a spline

em cada subintervalo.
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So(x) = %(xl —z)3 + %(x — 20)* + Co(zy — 2) + Do(z — 20)
Sl<l’) = 6%};(%’2 — $)3 + G%hj(l' — 1'1)3 + Cl($2 — CL') + Dl(CE — $1)
Sy(z) = 6%(1;3 et 6%(95 — ) + Co(ws — 2) + Dol — 2)

que resultam em
Sol) :—é(x—1)3+(2—x)+?(x—1) (64)
Sl(x):—%(3—:10)3—g(x—2)3+§(3—x)+§(a:—2) (65)
52@:):—10-%“}-@+§(4_Q;)+o-(m—3) (66)

Reescrevendo Sy, S; e S5, para compararmos com os resultados do exemplo 6.2, temos

a seguinte spline cubica natural

So(z) = —32% + 2 + P -3 paral <1z <2
S(x) = Si(z) = —§x3+7x2— %x+5 para 2 <z < 3

Sy(z) = 32 — 202% + 2Tz — 76 para3 <z <4

Como esperado, a spline ctibica natural obtida coincide com aquela encontrada no
Exemplo 6.2. Note que, no método original direto, tinhamos um sistema com 12 incégnitas,

enquanto, ao utilizar o esquema apresentado, o sistema é reduzido para apenas 2 incégnitas.

No préximo capitulo apresentamos as curvas de Bezier, considerada um tipo especial

de spline.
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7 CURVAS DE BEZIER

7.1 Um pouco de histdria

As curvas de Bézier foram desenvolvidas para auxiliar na fabricacdo de carros utilizando
CAD (Computer Aided Design — Desenho/Projeto Assistido por Computador). Antes disso,
os designs automobilisticos eram desenhados a mdo em blueprints (papel de carbono azul),
conforme ilustrado na Figura 15. Com o advento dos computadores em 1945 apds a Segunda
Guerra Mundial, tornou-se necessdrio encontrar uma maneira de representar curvas por meio

de algoritmos computacionais.

Figura 15 — Papel de carbono utilizado para criacao do design de um carro.

Volkswagen

Gol GT 1884

Fonte: BRAGA (2020).

Paul De Casteljau, da Citroén, foi o primeiro a realizar essa tarefa em 1959. Ele
utilizou os polinomios de Bernstein para criar uma representacao das curvas em sistemas
computacionais, mas ndo publicou seus trabalhos. Posteriormente, em 1962, Pierre Etienne
Bézier, da Renault, chegou aos mesmos resultados de De Casteljau e divulgou a construcdo
das curvas para auxiliar no design computacional. Essas curvas receberam o nome de curvas de
Bézier em sua homenagem (ALMEIDA, 2015).

As curvas de Bézier sao amplamente utilizadas para representacdo geométrica de
objetos, trajetérias em animagoes, processamento de imagens, interpolacao de dados e outras
aplicagBes que exigem curvas suaves, como exemplificado nas Figuras 16 e 17 (ALMEIDA,
2015). Segundo Prautzsch, Boehm e Paluszny (2014), um dos algoritmos mais rapidos e
numericamente mais estaveis, usados para renderizar uma curva polinomial, é baseado na

representacao de Bézier .
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Figura 16 — Uso das curvas em cirurgias plasticas.

v S

Fonte: Almeida (2015).

Figura 17 — Uso das curvas em design de carros.

Fonte: Almeida (2015).

Bézier, com uma representacdo matemdtica simples de curvas suaves, conseguiu
desenvolver uma ferramenta chamada UNISURF, voltada para o Desenho Geométrico Assistido
por Computador (CAGD - Computer-Aided Geometric Design). Essa ferramenta revoluciondria
permitiu, pela primeira vez, o desenho de curvas suaves e de alta precisao diretamente em uma
tela de computador, marcando um avanco significativo no campo do design e da modelagem
geométrica. Com esse programa, projetistas conseguiam tracar curvas sem a necessidade
de um conhecimento profundo sobre as ferramentas matemadticas envolvidas, apenas com a
movimentacdo de pontos de controle.

Na década de 1980, a Adobe ! optou por basear sua linguagem PostScript em curvas

clbicas de Bézier, decisdo que revolucionou a tipografia e a impressao digital. Paralelamente,

'Empresa de software conhecida por suas solucBes criativas e profissionais, oferecendo produtos como
Photoshop, lllustrator, Acrobat e Adobe Creative Cloud, usados em design gréfico, edicdo de imagens, videos e
documentos digitais.
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a Apple desenvolveu o TrueType, utilizando curvas quadrdticas de Bézier, padrao também
adotado pela Microsoft em seus produtos Windows. Atualmente, a Adobe colabora com a
Microsoft no desenvolvimento de fontes TrueType (CONSTABLE; TURETZKY; JACOBS,
2022). As curvas de Bézier destacam-se por descrever com precisdo e elegdncia os contornos
curvos das fontes exemplificado na Figura 18, permitindo que o texto seja impresso de forma

suave em qualquer escala, ao mesmo tempo em que demandam um espaco de armazenamento
"insignificante"(JONATHON; MEG, 2014).

Figura 18 — Curvas de Bézier gerando as fontes usadas para na tipografia pela Adobe.

F\ Adobe

=

Fonte: (JONATHON; MEG, 2014).

Nas préximas secOes apresentamos as curvas de Bézier por meio de duas abordagens
distintas. A primeira baseia-se no algoritmo de De Casteljau, um método geométrico e recursivo
que constrdi a curva de forma intuitiva a partir de pontos de controle. A segunda utiliza os
polinomios de Bernstein, que fornecem uma representacao algébrica precisa da curva. Além
disso, exploramos uma representacdo matricial, que oferece uma formulacdo compacta e
computacionalmente eficiente, sendo especialmente Util em aplicagdes graficas.

Essas diferentes perspectivas — geométrica, algébrica e matricial — permitem uma
compreensao abrangente das curvas de Bézier, destacando sua versatilidade e relevancia em

areas como computacdo grafica, design industrial e animacdo digital.

7.2 Fungdes paramétricas

A grande maioria das curvas ndo podem ser representadas por meio de funcdes do
tipo y = f(x). Um exemplo no plano sdo as curvas em que um unico valor de abscissa x
corresponde a dois valores de ordenada y, como ilustrado na Figura 19:

Para representar curvas desse tipo, uma das abordagens é utilizar fun¢es paramétricas.
As funcoes paramétricas sao funcées com dominio unidimensional e contradominio multidimen-
sional. Uma funcdo s : I — R?, onde I € R é um intervalo, expressa cada ponto da curva em

funcdo de um pardmetro ¢t € I. Dessa forma, = e y serdo obtidos por funcdes reais de t
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Figura 19 — Curva com dois valores y associados a um valor x.

Fonte: Autoria prépria.

Para cada valor de ¢, corresponde um ponto s(t) = (f(t),g(t)) = (x,y). A medida
que t varia em I, as coordenadas (z,y) = (f(t), g(t)) também variam em R?, tracando a curva

desejada, denominada de curva parametrizada. Veja a Figura 20.

Figura 20 — Esbogo de uma fungdo paramétrica.

t y

y 3

g(t)

— T~

-~

f(t)

A J

Fonte: Autoria prépria.

Exemplo 7.1. A curva gerada pelas equagdes paramétricas
r=1t" e y=t>—t

estd apresentada na Figura 21. Cada valor de ¢ € R fornece um ponto f(t) = (2> — t) € R?

na curva:

As curvas de Bézier, que estamos apresentando neste capitulo, sao outro exemplo de
curvas parametrizadas. Segundo Farin (2002), a curva de Bézier é uma spline paramétrica de

grau n, destacando sua natureza polinomial e suavidade para descrever trajetdrias curvas.

7.3 O Algoritimo de De Casteljau

O algoritmo de De Casteljau se caracteriza por aplicar interpolacdes lineares sucessivas
para construir a curva de Bézier. Inicialmente, s3o tracados segmentos de reta que conectam
pares de pontos de controle consecutivos, ou seja, PyPy, PP, ..., P,_1P,. Em seguida, sao

realizadas novas interpolagdes lineares entre os pontos desses segmentos consecutivos, gerando
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Figura 21 — Grafico da curva parametrizada f.

1

— f(t)=(t?, t*-1)

05 |

-0.5

Fonte: Autoria prépria.

novos segmentos. Esse processo € repetido iterativamente até que se obtenha um dnico ponto,
que corresponde a posicao da curva de Bézier para um determinado parametro t. A principal
vantagem desse método é sua simplicidade e intuicdo geométrica, permitindo uma compreensao
clara de como os pontos de controle influenciam a forma da curva. Além disso, o algoritmo de
De Casteljau é numericamente estdvel e amplamente utilizado em aplicacdes praticas, como
design grafico e modelagem geométrica.

Na préxima subsecdo, apresentamos a construcdao geométrica das curvas de Bézier de
graus 1, 2 e 3. Essa construcao € baseada nas ideias da férmula de recorréncia do algoritmo de
De Casteljau, porém de forma intuitiva, valorizando a compreensao visual e conceitual dessas

curvas. Ao final, exibimos a férmula explicita do algoritmo.
7.3.1 Construcao geométrica das curvas de Bézier

Curvas de Bézier de grau 1

Considere os pontos Py e P;, et € [0, 1]. Definimos a curva de Bézier de grau 1 como
Bo(t)=(1—=t)Py+tP . (67)

Os pontos P; = (z;,y;) s3o denominados pontos de controle. A fun¢io 3} (t) representa
uma interpolacio linear de Bézier entre os pontos F e P;. E importante destacar que, para
cada valor de ¢, obtemos um ponto 3}(t) = C = ((xo(1 —t) + 1t , yo(l — ) + 31t ). O
“rastro” desse ponto, a medida que ¢ varia no intervalo [0, 1], define o esbogo da curva. Observe,

na Figura 22, o deslocamento do ponto C, que ilustra esse conceito.
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Figura 22 — Trajetdria do ponto C ao longo do segmento FyP;.

t=05

Fonte: Autoria prépria.

Curvas de Bézier de grau 2

Considere agora trés pontos de controle distintos Fy, P, e P, conforme ilustrado na

Figura 23. As duas interpolacdes lineares de Bézier, entre Fy e P, e entre P, e P; sao:

O =
—~
~+
N—
I

(1—1)Py+tP
Bi(t) = (1 —t)P, + 1P

A medida que ¢ varia no intervalo [0,1], as imagens das funcdes 3} (t) e 3 (t), denotadas

pelos pontos D e Dy, percorrem os segmentos Py P, e P P.

Figura 23 — Trajetdria dos pontos Dy e Ds.

t=08

Fonte: Autoria prépria.

Em seguida, geramos a interpolacdo Linear de Bézier entre os pontos D, e Dy, dada por:
Bi(t) = (L —t)Dy +1Dy
Bi(t) = (1= t)[(1 —t)Py 4+ tP] + t[(1 — t) Py + t ] (68)

Em 68, para cada t € [0,1] sua imagem 32(t) serd um ponto “C” sobre o segmento

D1 D5 e a sua trajetdria descrevera a curva de Bézier de grau 2.
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Figura 24 — Trajetéria do ponto C.

=032

D1 M1

Fonte: Autoria prépria.

Os passos da construcdo estdo exibidos na Figura 24 . Observe que, quando ¢t =0, o
ponto C' coincide com o primeiro ponto de controle, e quando ¢ = 1, o ponto (' estd localizado

no ultimo ponto de controle.

Curvas de Bézier de grau 3

Desta vez, faremos uma descricao simplificada e direta do algoritmo de De Casteljau,
ilustrando cada nivel do processo iterativo para a construcao de uma curva de Bézier clbica.
Considerando quatro pontos de controle distintos, Py, P;, P, e P35, a construcdo da curva de

Bézier de grau 3 (ctibica) utilizando o algoritmo de De Casteljau pode ser descrita da seguinte
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forma:

Nivel 0 : Pontos de controle

0 = P,
! =P,
g:PQa
B3 = Ps.

Nivel 1 : Interpolacdes lineares entre os pontos de controle
Bit)=(1—t)-Py+t-Pr=(1—1)-8)+t-p,
Bit) =1 —t)-Pi4+t-Po=(1—1)-8)+t-p2,
Bat)= (1 —t)-Py+t-Po=(1—1) B+t

Nivel 2 : Interpolacdes lineares entre as imagens das fun¢bes do nivel anterior
Bo(t) = (L —1t) - By(t) +t- Bi(t),
Bi(t) = (L —t)- Bi(t) +t- Ba(t).

Nivel 3 : Interpolacdes lineares entre as imagens das fun¢des do nivel anterior

B(t) = By(t) = (L) - B3 (t) +t - Bi(t). (69)

A curva 69 é resultado do processo interativo de De Casteljau, uma curva de Bézier
de grau 3, gerada considerando os quatro pontos de controle dados. A Figura 25 ilustra a

construcdo geométrica da curva de grau 3.

Figura 25 — Construcdo geométrica da curva de Bézier de grau 3.

@ ® ®
1=0 =on -

Fonte: Autoria prépria.



Capitulo 7. CURVAS DE BEZIER 42

O esquema triangular apresentado em 70 fornece uma visdo organizada do algoritmo

de De Casteljau na construcdo da curva de Bézier de grau 3.

P P P Py
N\ v p v N\ v
Bo Bi By
pY v pY v (70)
A4 i
N\ v
55

Substituindo as interpolagdes lineares dos niveis 1 e 2 em 69 teremos:

Bt)= (1=t -1 —-t)Py +tP] +t[(1 —t)P +tR)]] +
A —O)[(1—)P, +tP2] + t[(1 —t) P, + tB]] . (71)

+

7.3.2 Forma geral do algoritmo de De Casteljau

Dado um conjunto de pontos de controle Py, P, ..., P,, que definem uma curva de

Bézier de grau n, cada ponto B(¢) da curva é calculado recursivamente através da seguinte

férmula:
Bi(t) = (1= 1)B; 1 (t) + B (1), (72)
onde:
e r=1,2,...,n é o nivel de recursao,
e 1 =0,1,...,n —1r é o indice do ponto no nivel r,

e (3Y(t) = P, s3o os pontos de controle iniciais.
O ponto final B(t) é obtido quando r = n, ou seja:

B(t) = 5 (1)
Generalizando o esquema triangular para a visualizagdo do algoritmo de De Casteljau,

agora para uma curva de Bézier de grau n, temos:

Py Py P, e P,
NOd N N N
ey ek - a1
NeodN N
8 S o (73)
ngl ?71
N

Ao (t)
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O algoritmo de De Casteljau é particularmente eficiente e numericamente estavel, sendo
uma excelente ferramenta para a renderizacdo de curvas polinomiais em graficos computacionais
(FARIN, 2014).

7.4 Descricao das curvas de Bézier por polinomios de Bernstein

Na sec¢do 7.3 descrevemos as curvas de Bézier de graus 1, 2 e 3 utilizando o algoritmos

de Castejal, resultando nas curvas:
53(75) =(1—-t)P+th
Bet) =1 —=t)[(1 —t)Py+tP] +t[(1 —t) P, + tP,)
Bt)y= 1-)[1-t)[1-t)P+tP]+t[(1 - )P, +tP]] +
+ t[(1—=t)[(1—t)P, +tP2] +t[(1 —t) P + tPs]

Reformulando a disposic3o dos pontos, em 32 e 33, utilizando operacdes elementares,

teremos:
Bit)=(1—-t)Py +tP, (74)
B2(t) = (1 —t)*Py + 2t(1 — t) Py + £2 P, (75)
B3t) = (1 —t)*Py 4+ 3t(1 — t)*P, + 3t*(1 — t) P, + t* P . (76)

Ao analisar os coeficientes dos pontos P; nas curvas 74 , 75 e 76, é possivel observar
uma relacdo direta com os polindmios de Bernstein de graus 1, 2 e 3. De fato, essa é uma das
maneiras de definir as curvas de Bézier de grau n, por meio dos polinémios de Bernstein de
grau n.

Uma curva de Bézier de grau n pode ser expressa como uma combinacao linear dos
polindmios de Bernstein B}*(t) juntamente com os pontos de controle Py, P, --- , P,, sendo

descrita da seguinte forma:

Cult) =) BI(D)P, (77)

onde t € [0,1].

Lembrando que os polinbmios de Bernstein sdo dados por:

BMt) = (77)#' (1—t)""  para i=0,..,n. (78)

7

Uma forma facil de gerar as curvas de Bézier é observar que os coeficientes numéricos
sao gerados pelo coeficiente binomial, que também pode ser encontrado pelo tridngulo de
Pascal, e o coeficiente paramétrico é gerado pela variacao crescente e decrescente dos expoentes
det—1et.
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O triangulo de Pascal, com 7 niveis apresentado em 79, é uma representacao grafica

dos coeficientes binomiais.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1 (79)
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

Assim, as construcdes das curvas de Bézier de graus 4 e 5 sdo facilmente descritas

por
Bo(t) = (1 —t)'Py+4t(1 — )’ P, + 6*(1 — t)* Py + 4°(1 — ) Py + t' Py (80)
Bo(t) = (1 —1)°Py + 5t(1 — t)* Py + 103(1 — )3 Py + 10t3(1 — t)* P + 5t*(1 — t) Py + t° Py

(81)
7.5 Representacdao matricial das curvas de Bézier

Analisando as curvas de Bézier na representacdo de Bernstein ( 74, 75 , 76, 80 e 81),
podemos notar que os coeficientes numéricos e paramétricos, além dos pontos de controle,
podem ser armazenados em vetores e matrizes, cujo produto serd a expressao da curva de
Bézier.

Por exemplo, a curva 33(t) , em 75, pode ser separada em um produto de um vetor
dos coeficientes por um vetor dos pontos de controle, mostrado em 82. Depois, podemos
separar os coeficientes em uma matriz dos coeficientes numéricos e um vetor dos coeficientes

paramétricos. A expressio 83 é a representacdo matricial da curva B3(t) .

Fo
Bty =[1-2t+ 0+2-22 040+ P (82)
Py
10 0] [
g =1 el|-2 2 o |n (83)
1 2 1] |p,

A representacao matricial das curvas de Bézier de graus, 3, 4 e 5, sdo:

Bo(t) = [1 t 12 t3}

|
w
w
(@)

_ O O O
e
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10 0o 0 0][R
4 4 0 0 of|P
B(t) = [1 2 e —12 6 0 of R (85)
4 12 —12 4 0| |P
1 4 6 -4 1] |~
(1 0 0o 0 o0 o][p)
5 5 0 0o ol |p
B(t) = [1 t 2 48 t5] 0 =20 10 0 0p 1 (86)
10 30 -30 10 0 0] |P
5 —20 30 -20 5 0| |Ps
15 —10 10 -5 1] |Ps

7.6 Derivacao das curvas de Bézier

A derivacdo da curva de Bézier é realizada diretamente em cada uma das coordenadas
que definem a curva, assim como ocorre em toda curva paramétrica. Ou seja, se a curva é
dada por 7(t) = (x(t),y(t)) entdo a derivada da curva é obtida derivando-se cada componente
separadamente, resultando em 7/(t) = (2/(t), y'(t)).

Esse processo permite analisar a taxa de variacdao das coordenadas em relacao ao
parametro, fornecendo informacgdes importantes sobre o comportamento da curva, como a
direcao e a velocidade com que a curva esta sendo percorrida.

Para uma curva de Bezier, descrita por polinémios de Bernstein, a derivacao consiste
em derivar cada um dos n+1 polinbmios de Bernstein que compdem a curva, da seguinte

maneira:

cr ) = 4l _ g dBY) (87)

onde t € [0,1].
O formato matricial confere agilidade ao processo de derivacdo, uma vez que basta
derivar cada coordenada do vetor de parametros. Por exemplo, as derivadas primeira e segunda

de uma curva de Bézier de grau 5 podem ser expressas como segue:

1 0 0o 0o o of[m
5 5 0 0 0 of|P

do(t) _ [0 Lo s oap s | 0 00T (88)
dt ~10 30 -30 10 0 o0 |~
5 —20 30 -20 5 0] P
-1 5 -10 10 -5 1] [P
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10 0 ol [R]

5 5 0 ol |P

RE(t 10 —20 10 0 ol |P
5—02(): [0 0 2 6 122 20t3] 2l (89)

di 10 30 —30 10 0 0| |P

5 —20 30 —20 5 0| |P

1 5 —10 10 -5 1||P

No capitulo que segue, serdao apresentadas dicas para a constru¢do de uma curva de

Bézier utilizando o software GeoGebra. As representacdes geométrica, algébrica e matricial sao

abordadas.
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8 USO DO GEOGEBRA NA CONSTRUCAO DE CURVAS DE BEZIER

Com o objetivo de facilitar o acesso ao conhecimento sobre curvas de Bézier e motivar
sua aplicagdo em sala de aula, este capitulo apresenta uma abordagem passo a passo para
a construgdo e manipulagdo dessas curvas utilizando o GeoGebra (HOHENWARTER; IGI, ),
uma ferramenta gratuita e de facil utilizacdo. A sequéncia construtiva detalhada permite que
professores possam incorporar essas técnicas em suas aulas, enriquecendo o aprendizado dos

alunos.

8.1 Construcdo geométrica de uma Curva de Bézier Cibica

Construiremos uma curva de Bézier cibica utilizando quatro pontos de controle F,
Py, P, e P3, seguindo o método de interpolacao linear e visualizando a formagdo da curva
passo a passo.
1. Definicao dos Pontos de Controle
e No plano cartesiano do GeoGebra, utilize a ferramenta Ponto para marcar os quatro

pontos de controle:
A:P(), B:Pla C:PQ, e D:P3
e Esses pontos serdo os controladores da curva de Bézier. Veja os pontos na Figura 26.

2. Construcdo dos Segmentos de Reta

e Utilize a ferramenta Segmento para conectar os pontos e formar os seguimentos:

AB, BC, e OD,

conforme a Figura 26.
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Figura 26 — Pontos de controle e primeiros seguimentos no GeoGebra.

b

o A=(11) | G
© B=(24) &
© Cc=(45) 5 5"
® D=(52)
° f = Segmento(A,B)F 3
- 3.1622776601684 f n»
o &7 Segmento(B, C)’ #
= 2.2360679774998 ; ‘A
° h = Segmento(C, D}
= 3.1622776601684 0 p 2 3 1 5

Fonte: Autoria prépria.

3. Cria¢ao do Parametro t
e No campo de entrada do GeoGebra, crie um controle deslizante para o parametro t,
com intervalo de 0 a 1.
t = Slider(0, 1)
4. Interpolacdo Linear entre os Pontos de Controle
e Defina os pontos E, F' e GG que variam linearmente entre os pares de pontos de
controle, conforme o parametro ¢ mostrado na Figura 27. Mantenha o pardmetro
t em 0.5 para melhor visualizagdo dos pontos. No GeoGebra, insira os seguintes

comandos:

(I-t)*A+t*B
(1-t)*B+t*C
(1-t)*C+t*D

O T om
Il

5. Construcdo dos Segmentos de Reta entre ' e F' e entre F e GG

e Utilize a ferramenta Segmento para conectar os pontos EF' e F'GG, Figura 27.
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Figura 27 — Interpolacdo entre os pontos A e B, entre B e C, e entre C e D, gerando os pontos
E, F e G e os seguimentos EF' e FG.

t = 0.455 ! o
@ 0 ® 1 ® 5 C
— H E
o E=(1-9A+tB
- (1.455, 2.365) A B 5
® F=(1-t)B+tC
= (2.91, 4.455) 3
o G=01-HC+tD E |
- (4.455, 3.635) 2
i=5S to(E, F
o | egmento(E, F) A {2 0.458
= 2.546590858383 1 ® .
~ ] = Segmento(F,G)
- 1.7491212079213 5 3 3 3 y i

Fonte: Autoria prépria.

6. Interpolacdo Linear entre os pontos F e F' e entre F' e G
e Defina os pontos H e I que variam linearmente sobre os segmentos FF' e FG,

respectivamente, Figura 28. No GeoGebra, insira os seguintes comandos:

H=(1-t)*E+t*F
l=(1-t)*F+t*G

7. Construcdo do Segmento de Reta entre H e [
e Utilize a ferramenta Segmento para conectar os pontos H e I formando o segmento
HI conforme Figura 28.
8. Definicdo do Ponto Final da Curva de Bézier
e Defina o ponto J que varia linearmente entre H e I conforme Figura 28. No
GeoGebra, insira o seguinte comando:
J=(1-t)*H+t*I
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Figura 28 — Interpolagdo entre os pontos E e F e entre F e G, gerando os pontos H e | e a
interpolacdo entre os pontos H e |, gerando o ponto J.

= 1.7491212079213 -

H= (1 t)E+tF i

= (2.117025, 3.31595)

l=(1-t)F+tG

- (3.612975, 4.0819)

k = Segmento(H, I)

= 1.6806385111023

J=(1-t)H+tl

= (2.79768225, 3.66445725) L A t=0.455

@

@

@]

@
<

Entrada...

+

Fonte: Autoria prépria.

9. Visualizagdo da Curva de Bézier
e Ative o traco do ponto J (clique com o botdo direito sobre F' e selecione "Mostrar
traco”).
e Movimente o controle deslizante ¢ ou clique com o bot3o direito sobre t e selecione
"Animacao”, e observe que o traco de J que forma a curva de Bézier clbica mostrado

na Figura 29.

Figura 29 — Curva de Bézier de grau 3, gerada pelo movimento do ponto J, conforme a varia¢ao
do pardmetro t.

= 1.9693717272267 |

(3]

H=(1-t)E+tF
= (2.544025, 3.86195)
l=(1-t)F+tG
= (4.025975, 3.7739)

@

@

k = Segmento(H,I)

= 1.4845634391969
J=(1-tH+tl

- (3.42578525, 3.80956025)

@

+ Entrada...

Fonte: Autoria prépria.

As posicoest = 0 et = 1 colocam o ponto J no inicio e no fim da curva, respectivamente,

veja na Figura 30.
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Figura 30 — Posic3do inicial e final do ponto J.

Fonte: Autoria prépria.

As posicoes do ponto J referentes ao parametro ¢ nas posicées t = 0,25, t = 0,50 e

t = 0,75 sao descritas na Figura 31

Figura 31 — Variacao do parametro .

Fonte: Autoria prépria.

A curva gerada é dindmica. Como todos os objetos da construgdo estdo diretamente vinculados
aos pontos de controle, ao mover esses pontos, as posicoes dos demais objetos sao automatica-
mente atualizadas, gerando uma nova curva de Bézier que se ajusta dinamicamente as novas
configuragcdes dos pontos de controle. Na Figura 32 uma nova configuraciao da curva de Bézier

de grau 3 é apresentada, gerada pela mudanca na posicao dos pontos de controle.
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Figura 32 — Curva atualizada para a nova posicdo dos pontos de controle.

/]

D

Fonte: Autoria prépria.

8.2 Representacao das curvas de Bézier por polinémios de Bernstein no GeoGebra

Uma outra maneira de gerar uma curva de Bézier de grau n no GeoGebra é utilizar a
sua representacao por meio de polinémios de Bernstein. Por exemplo, a curva de grau 4, com

representacao:
Bo(t) = (1 —t)*Py +4t(1 — )3 Py + 6t*(1 — t)* Py + 4t*(1 — t) Py + t' P,

pode ser gerada no GeoGebra com os seguintes passos:
1. Com o comando Ponto, marque no plano 5 pontos arbitrarios e distintos, que serdo os

pontos de controle da curva: A, B,C' , D e E;

2. Trace os segmentos AB, BC,C'D e DE. Eles ajudam a entender o comportamento da
curva;
3. Crie um controle deslizante para o parametro t, variando de 0 a 1.

4. Digite a expressao da curva de grau 4, utilizando os pontos marcados:
F=0-t)'A+4t(1 —t)’B+6t>(1 —t)’C +4t3(1 —t)D + t'E

5. Habilite o rastro do ponto F e mova o controle deslizante para fazer variar o valor do
parametro e tracar a curva;
6. Outra opg¢do para tragar a curva é com o comando "curva”: a = Curva(z(F),y(F),t,0,1),

habilitando tb o controle deslizante para tracar a curva a.

Os pontos de controle e os segmentos de interligacdo sdo descritos na Figura 33.
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Figura 33 — Pontos de controle e seguimentos gerados no GeoGebra.

® A=(22) S
© B=(16)
© Cc=(68) :
© D=(83) 7
O E=(44)

f = Segmento(A, B) :
= 4.1231056256177

[©]

g = Segmento(B,C) * 4

= 5.3851648071345 3
° h = Segmento(C,D) * 1

= 5.3851648071345

. : 1
o '~ Segmento(D,E) *

- 4.1231056256177
Fonte: Autoria prépria.

Na Figura 34 temos a curva de Bézier de grau 4 gerada pela expressdo de Bernstein.

Figura 34 — Curva de Bézier de grau 4, tracada pela curva a com coordenadas do ponto F.

8.3

o & = Segmento(B,C) ‘ =T

= 5.3851648071345 8
° h = Segmento(C,D)
7
= 5.3851648071345
° i = Segmento(D, E) E 8
= 4.1231056256177
@ t=044 : ;
t . 1

b F=(-0'A+4t(1-1’B+6t (1 -t C+4t°(1-t) D+t E’ 4
- (4.36786176, 5.68777728)
a = Curva(x(F),y(F),t,0,1)

o _
) x-4.36786176}0§t§1

- y=15.68777728

t=0.44

Entrada...

Fonte: Autoria prépria.

Representacdo matricial das curvas de Bézier no GeoGebra.

Passos para a construcdo da curva de Bézier de grau 3 no GeoGebra:

. Crie a matriz Myy4, com os coeficientes numéricos da curva de Bézier de grau 3:

M = {{1,0,0,0},{-3,3,0,0},{3,-6,3,0},{—1,3,-3,1} };

2. Crie um controle deslizante para o parametro ¢, variandode 0 a 1 ;

3. Crie o vetor V},4 ,dos pontos coeficientes paramétricos V = {{1,¢,t? t3}}

4. Com o comando Ponto, marque no plano 4 pontos arbitrarios e distintos, que serdo os

pontos de controle da curva: A, B,C e D;

5. Crie a matriz Pyy», dos pontos de Controle: P = {{A},{B},{C},{D}};
6. Crie o vetor ()51 , resultante do produto: Q =V x M % P;
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7. Habilite o rastro do ponto Q;

8. Os seguimentos AB, BC' e C'D podem ser tracados para facilitar a visualizag¢ao.

Figura 35 — Informagdes adicio-

nadas 20 GeoGebra. Figura 36 — Gréfico da curva de Bézier de grau 3

gerada pela equacdo matricial.

A

HOo oo

V=(1t £ )

(1 0765 0585225 0.447607125 )
A=(25) :
B=(0,2)

C=(43)
D=(3.0

@ @ 00

P=

UNw>

{2, 5)1 (0, 2)1, 1(4. 3)} (3. O)}
o Q=VMP
{{(3.019381625, 1.556123)}} QD
f = Segmento(A, B) -0.5 0.5 1 15 2 25 3
3.605551275464 -0.5

356 4 45 5

Fonte: Autoria prépria. Fonte: Autoria prépria.

As curvas de Bézier, como vimos, sao uma ferramenta fundamental na modelagem de
formas geométricas e sdo amplamente utilizadas por sua simplicidade e controle direto sobre
a forma final. No entanto, essas curvas apresentam limitaces em termos de flexibilidade e
suavidade, especialmente quando é necessdrio controlar curvas mais complexas ou quando ha a
necessidade de ajustar a forma de maneira local, sem afetar toda a estrutura. Para superar
essas limitacoes, foram desenvolvidas varias outras curvas como evolucido das ideias de Bézier.

As curvas de Bézier racionais, curvas B-splines e NURBS sdo alguns exemplos.
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9 EVOLUCAO DA CURVA DE BEZIER

A curva de Bézier e o programa UNISURF, criados por Bézier, inauguraram a era do
uso do computador para o desenho e projetos. Apds esse acontecimento, vdrias outras curvas
foram criadas, vindas de modificacdes das curvas de Bézier ou baseadas em suas ideias.

Esse capitulo descreve, de maneira bem superficial, a relagdo entre a curva de Bézier
e algumas outras curvas utilizadas nos programas de desenho e projetos.

A curva de Bézier Racional é uma evolucao da curva de Bézier que adiciona pesos
aos pontos de controle, permitindo gerar curvas diferentes utilizando os mesmos pontos. Os
pesos influenciam na "atracdo” do ponto de controle sobre a curva. A curva de Bézier Racional

de grau n é definida como:

Z?:o w; B} (t) P
Z?:o w; B} (t)

onde os w; s3o os pesos associados a cada ponto de controle e ¢ € [0,1].

R,(t) = (90)

Para uma curva de Bézier racional quadratica, com pesos wg = ws = 1, é possivel
descrever seguimentos de curvas conicas, com escolha adequada do valor atribuido ao peso w;
(FAROUKI, 2012). Na Figura 37 apresentamos os seguimentos de uma elipse, uma pardbola e

uma hipérbole, tracadas pela curva de Bézier racional.

Figura 37 — Da esquerda para a direita: segmentos de uma elipse (w; < 1), pardbola (w; = 1)
e hipérbole (w; > 1), definidos pela forma racional quadratica de Bézier.

Fonte: (FAROUKI, 2012).

Ao tracarmos uma curva de Bézier com muitos pontos de controle, gerando um
polinbmio de grau elevado, nos deparamos com o mesmo problema da interpolacdo com
polinbmio dnico: a instabilidade numérica dos polinomios de alto grau. A solugdo vem ao
dividirmos o conjunto de pontos de controle em conjuntos menores, formando curvas de Bézier
quadraticas ou cubicas em cada subconjunto de 3 ou 4 pontos. A interligacao entre as curvas
pode ser feita mantendo a suavidade da curva, porém, pode ser (til diminuir a suavidade em
alguns pontos de interligacdo. Reduzir a suavidade em alguns pontos gera a possibilidade de
incluir quinas e bicos no tragado da curva.

Para descrever a curva formada por curvas de Bezier, uma base que controla toda a
curva foi desenvolvida, denominada B-spline. A letra "B"em B-Spline vem de "Base”, referindo-se

ao fato de que essas curvas sao definidas por um conjunto de fungdes base. Segundo Farouki



Capitulo 9. EVOLUCAO DA CURVA DE BEZIER 56

(2012), a base B-spline é uma extensdo da base de Bernstein, generalizando a descri¢do de um
tinico polindmio em um intervalo continuo para fungdes polinomiais por partes, em dominios
particionados. As fun¢bes da base B-spline podem ser geradas por uma recursdo simples,
analoga a dos polinémios de Bernstein, e o algoritmo de Cox—de Boor é um esquema recursivo
fundamental para avaliar funcdes B-spline que, essencialmente, generalizam o algoritmo de
De Casteljau (FAROUKI, 2012). Esse algoritmo foi desenvolvido de forma independente pelos
matemdticos Carl de Boor e John Cox, e publicado em 1971 e 1972 (COTTRELL; HUGHES;
BAZILEVS, 2009). Carl de Boor trabalhou na General Motors na década de 60, onde utilizou
B-splines como uma ferramenta para representacdo geométrica de pecas.

Para definir uma base B-spline é preciso especificar o niimero de fung¢bes base, o grau
do polindmio e um vetor de knots, denotados por n , p e =, respectivamente.

Sejam Z = {a,...,a,&41,&p12, - -, Em—p-1,b, ..., b} 0 vetor de knots e N; ,(§) as

p+1 p+1
funcoes da base B-spline. Uma curva B-spline de grau p é definida como

C) =D Nip(QPi, a<&<, (91)
1=0

onde P; representa os pontos de controle.

Figura 38 — B-spline quadratica. Em a posicao dos pontos de controle e em a posicao dos
knots.

(a) Pontos de controle da curva B-spline. (b) Knots da curva B-spline.

Fonte: (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS, 2009).

Observe que todas as curvas definidas nesse trabalho pertencem ao espaco R?. Para
definir curvas no espaco R3, basta que os pontos de controle pertencam a esse espaco.

Outras curvas importantes no cendrio atual sdo a Racional B-spline e a NURBS (Non
Uniform Rational B-Spline).
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A partir das curvas mencionadas, e do Produto Tensorial, é possivel definir superficies
de Bézier, B-spline e NURBS, porém ndo estdo no escopo deste trabalho. Atualmente, as
curvas e superficies de Bézier e B-spline ainda estdo presentes na maioria dos programas de

desenho, enquanto as NURBS continuam sendo referéncia em programas CAD.
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10 OBSERVACAO GRAFICA DOS METODOS DE INTERPOLACAO: LA-
GRANGE E SPLINE

Em termos de desempenho, a spline se mostra mais eficaz na aproximacado de funcdes,
oferecendo um resultado mais fiel a fungdo original. Ambas as abordagens podem ser observadas
utilizando a mesma quantidade de pontos para tracar uma funcdo que representa o contorno
de um carro.

Ao operar com o polindomio interpolador de Lagrange no GeoGebra, obtemos a funcao

para a representacao do contorno da parte superior de um carro, como mostrado na Figura 39.

Figura 39 — Interpolador de Lagrange no GeoGebra.

Fonte: Autoria prépria.

Utilizando os mesmos pontos para representar a mesma parte do carro, mas agora

com as fung¢des splines, obtemos a fungdo de aproximacao ilustrada na Figura 40.

Figura 40 — Funcgdes splines no GeoGebra.

Fonte: Autoria prépria.
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11 ESTUDO DE CASO

Neste capitulo, apresenta-se um estudo comparativo entre as curvas splines e a
interpolacdo de Lagrange, destacando suas diferencas praticas e tedricas. Para isso, foi conduzido
um estudo de caso com alunos do curso de Matemdtica Licenciatura da Universidade Federal
do Espirito Santo (UFES/CEUNES), campus de Sdo Mateus. O convite foi direcionado
especificamente a discentes que ja haviam cursado a disciplina de Célculo Numérico e possuiam
conhecimento prévio sobre interpolacdo. Dos contatados, quatro aceitaram participar da
atividade, que foi realizada em formato remoto, por meio de uma sessdo no Google Meet.
Durante o encontro, foi apresentada uma explanagao tedrica seguida de atividade pratica, e ao
final os participantes responderam ao questionario disponivel no Apéndice B.

O estudo foi desenvolvido em duas etapas: (1) uma contextualizagdo histérica e tedrica
sobre o desenvolvimento das curvas splines, e (2) uma aplicagdo pratica utilizando o software

GeoGebra para comparacdo direta entre os métodos.

11.1 Histéria e Desenvolvimento das Curvas Splines

As curvas splines tém uma histéria interessante e evoluiram como uma solucao para
problemas de interpolacao em vdrias dreas, como computacao grafica e modelagem matematica.
Ao contrario dos polinomios de Lagrange, que podem se tornar complexos e ineficazes quando
aplicados a grandes conjuntos de dados, as splines utilizam fun¢des de base que garantem
maior suavidade e continuidade. Essa caracteristica é particularmente valiosa em areas que

exigem alta precisdo, como animacoes e design grafico.

11.2 Anaélise dos Métodos de Interpolacao

Durante a atividade pratica, os alunos foram introduzidos a dois métodos de inter-
polacdo no GeoGebra: o método de Lagrange e o método das splines. A tarefa consistiu na
interpolacdo de um conjunto de pontos, permitindo que os alunos observassem as diferencas
na precisao dos resultados obtidos por cada método, semelhante ao exemplo do capitulo 10.
Os resultados demonstraram que as splines apresentaram erros consideravelmente menores,

evidenciando a eficiéncia deste método.

11.3 Questiondrio e Resultados

Para avaliar a relevancia do tema, foi aplicado um questiondrio ao final da apresentacao.
As perguntas e as respostas obtidas foram as seguintes:
1. No curso de Matematica Licenciatura, vocé ja teve contato com as curvas

splines?



Capitulo 11. ESTUDO DE CASO 60

e Resultado: 100% dos alunos disseram que n3o haviam tido contato com o tema.
2. Vocé achou relevante saber sobre as curvas splines?

e Resultado: 100% dos alunos responderam que sim.

3. Na sua opiniao, o conteudo de curvas splines deveria ser abordado no curso de
Matematica Licenciatura? Por qué?

e Aluno 1: "Acho que seria interessante incluir. Foi a primeira vez que tive contato
com o tema e achei incrivel.”

e Aluno 2: "Sim. E importante mostrar a diversidade de aplicagdes que existem no
campo da matematica, mesmo que nem sempre seja possivel realizar os célculos de
forma analitica.”

e Aluno 3: "Sim. Trazer métodos eficientes para resolver problemas oferece uma
grande capacidade e confianca aos alunos, tanto para resolver questoes propostas
por um professor universitario quanto problemas do cotidiano.”

e Aluno 4: "Sim. Acho que seria um bom complemento para a disciplina de célculo
numérico. Como é um método que gera menos erros na funcdo descrita, acho valido
pelo menos apresentar de forma simples, para sabermos que ele existe.”

Esses resultados evidenciam a relevancia do estudo das curvas splines, tanto por suas

aplicagbes praticas em areas tecnoldgicas quanto por seu valor como contribuicdo matematica

para o desenvolvimento de ferramentas computacionais modernas.
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12 CONCLUSAO

Este trabalho abordou as propriedades e a construcao das curvas de bézier, iniciando
com a andlise dos polindmios de Bernstein, que sdo fundamentais para sua definicdo. A
compreensao das equagdes paramétricas permitiu uma visao mais clara sobre como cada ponto
da curva é gerado, resultando em representacdes geométricas precisas e intuitivas.

Além disso, foi explorada a evolucdo histérica das curvas de bézier, evidenciando
como o desenvolvimento dessa tecnologia foi impulsionado por desafios matematicos e pelas
necessidades emergentes nas areas de computacao e engenharia. A contribuicao matematica
para o avanco das curvas splines reflete ndo apenas a adaptacao do conhecimento a pratica,
mas também a evolucdao da matematica aplicada, acompanhando os avancos tecnolégicos ao
longo do tempo.

Como parte da metodologia deste trabalho, foi desenvolvido um guia detalhado para
a construcdo das curvas de Bézier utilizando o Geogebra, uma ferramenta excelente tanto
para professores quanto para alunos. Este guia permite que qualquer pessoa siga de maneira
clara as etapas necessdrias para gerar as curvas, proporcionando uma abordagem pratica e
acessivel ao contetido. A construcao das curvas foi realizada utilizando o polinomio de Bernstein,
mas também foram exploradas outras abordagens, como o uso de matrizes e o algoritmo de
Casteljau, ampliando as op¢des e a compreensdo dos diferentes métodos de construcio e
manipulacdo das curvas de Bézier.

Com base nas simulacGes apresentadas neste trabalho, as curvas splines demonstraram
ser um método de interpolacdo satisfatério. Esse resultado foi reforcado pela atividade pratica
realizada com alunos do ensino superior, que ndo apenas validou a eficacia da abordagem, mas
também evidenciou a sua relevancia, especialmente diante da pouca familiaridade dos discentes
com o contetido. As respostas aos questionarios ainda destacaram o potencial didatico da
metodologia.

Em sintese, as curvas splines ndo apenas ampliam o repertério de futuros educadores
em Matematica, mas também contribuem para uma compreensdo mais profunda da relacdo
entre a teoria matematica e suas aplicacOes praticas. Ao integrar tépicos como esse no ensino
de Matematica, preparamos os alunos para lidar com problemas complexos e aplicar conceitos
de forma inovadora, alinhando o aprendizado académico com os avangos tecnoldgicos que tém

impactado diversas dreas do conhecimento.
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APENDICE A - Pensadores e Cientistas em destaque neste trabalho.

A.1 Karl Weierstrass (1815-1897)

Figura 41 — Karl Weierstrass.

Fonte: (ROBERTSON, 1998).

Karl Weierstrass foi um matematico alemao considerado um dos fundadores da analise
matematica moderna. Seu trabalho rigoroso na fundamentacdo do célculo ajudou a estabelecer
a analise real em bases sélidas. Embora tenha treinado matemdtica por conta prépria, sua
formacdo foi influenciada pela leitura de Mécanique Céleste, escrita por Laplace, como também
por um trabalho de Jacobi sobre funcdes elipticas. Ele aprofundou seus conhecimentos na teoria
dessas fung¢des ao estudar transcricoes de palestras de Gudermann.

Weierstrass iniciou sua carreira como professor avancado de matematica no Pro-
Gymnasium em Deutsch Krone, na Prissia Ocidental (atualmente parte da Poldnia), em 1842.
Em 1848, transferiu-se para o Collegium Hoseanum, em Braunsberg. Além da Matematica, ele
era responsavel por lecionar diversas disciplinas, incluindo Fisica, Botanica, Geografia, Histdria,
Alem3o, Caligrafia e até Ginastica (ROBERTSON, 1998).

Dentre suas contribuicdes mais notaveis esta o Teorema da Aproximagdo de Weierstrass,
que afirma que qualquer fun¢do continua definida em um intervalo fechado pode ser aproximada

arbitrariamente bem por polinémios. Esse resultado é fundamental para a interpolacdo polinomial
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e influenciou o desenvolvimento dos polinbmios de Bernstein, que por sua vez, s3o a base
matemadtica das curvas de Bézier (MéRCURI et al., 2024).

Além disso, Weierstrass teve um impacto significativo no estudo das fungdes elipticas
e na teoria das séries infinitas, contribuindo de maneira essencial para diversas dreas da
matemdtica aplicada e pura.

Nos ultimos trés anos de sua vida, Weierstrass ficou confinado a uma cadeira de rodas,
imével e dependente. Ele faleceu devido as complicacdes de uma pneumonia, encerrando uma
trajetéria que deixou um legado fundamental para a matematica (ROBERTSON, 1998).

A.2  Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).

Figura 42 — Joseph-Louis Lagrange.

Fonte: (PRZYGOCKI, 2018).

Joseph-Louis Lagrange foi um matemadtico e fisico italiano-francés que fez contri-
buicbes fundamentais para a mecéanica, a teoria dos nimeros e o calculo. Ele ocupou uma
prestigiosa cadeira de matematica na Academia de Berlim e, mais tarde, trabalhou na Franca,
desempenhando um papel essencial no desenvolvimento matematico da era pds-newtoniana
(VIRTUOUS, 1998).

Na década de 1790, Lagrange esteve diretamente envolvido no processo de criagao
de um novo sistema de medidas, o sistema métrico. Sua defesa da base decimal foi crucial,
e sua voz foi uma das mais influentes na escolha do quilograma como unidade de medida

para a massa. Além disso, teve um papel fundamental na fundacdo da Escola Politécnica,
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onde também atuou como professor, contribuindo para a formacdo de uma nova geracdo de
cientistas e engenheiros.

Lagrange faleceu aos 77 anos, na cidade de Paris, e foi sepultado no renomado Pantedo,
onde sua tumba permanece até hoje. Apds sua morte, recebeu diversas honrarias, incluindo
a Grand Croix da Ordre Impérial de la Réunion, concedida pelo imperador Napoledo. Essa
medalha representou a segunda maior condecoracdo do Império Francés, confirmando sua
imensa contribuicdo para a ciéncia e a matematica (PRZYGOCKI, 2018).

A.3 Pierre Bézier (1910-1999).

Figura 43 — Pierre Etienne Bézier.

Fonte: (AIEVOLI, 2017).

Foi um engenheiro francés e um dos pioneiros nos campos da modelagem sélida,
geométrica e fisica, além de contribuir significativamente para a representacao de curvas,
especialmente em sistemas CAD/CAM. Como engenheiro da Renault, desempenhou um papel
fundamental na transformacao do design e da fabricacdo, utilizando ferramentas matemati-
cas e computacionais para desenvolver o design auxiliado por computador e a modelagem
tridimensional (AIEVOLI, 2017).

Nascido em 1° de setembro de 1910, em Paris, Bézier veio de uma familia de engenheiros

e avancou essa tradicao académica. Formou-se em engenharia mecanica pela Ecole des Arts et
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Métiers em 1930 e, no ano seguinte, concluiu seus estudos em engenharia elétrica na Ecole
Supérieure d'Electricité (Supélec).

Em 1968, Bézier iniciou sua trajetéria académica como professor de Engenharia de
Producdo no Conservatoire National des Arts et Métiers, cargo que exerceu até 1979. Ao longo
de sua vida, escreveu diversos livros e artigos, além de receber o titulo de Doutor Honoris Causa
pela Universidade Técnica de Berlim. Também foi membro honorario da American Society of
Mechanical Engineers e da Société Belge des Mécaniciens (atualmente Sociedade Belga de
Engenharia Mecéanica e Ambiental), entre outras distingdes.

Em 1977, obteve seu doutorado em matematica pela Universidade de Paris. Durante
sua carreira, ocupou diversos cargos de lideran¢a na Renault, atuando no setor de design e
producdo até sua aposentadoria em 1975. O impacto de suas descobertas pode ser observado
em diversas areas da engenharia e do design, sendo um dos elementos essenciais na geracao de
graficos vetoriais e superficies complexas (FOLEY et al., 2013).

Pierre Bézier faleceu em 7 de dezembro de 1999. Conhecido por seu grande senso de
humor, certamente n3o se importaria que um poema estivesse incluido em sua lapide (HARDY
et al., 2006).

A.4  Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968).

Figura 44 — Sergei Natanovich Bernstein.

Fonte: (ROBERTSON, 2010).

Sergei (Sergi) Natanovich Bernstein nasceu em 5 de marco de 1880, na cidade
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portudria de Odessa, atualmente localizada na Ucrania. Odessa, fundada em 1794 por ordem
da Imperatriz Catarina Il, tornou-se um importante centro economico do Império Russo no
século XIX, atraindo uma grande populagao de imigrantes, incluindo judeus vindos da Polonia.
Entre esses imigrantes estava Natan Bernstein, pai de Sergei, um talentoso estudante que se
formou em medicina pela Universidade de Moscou e, posteriormente, atuou como professor de
anatomia e fisiologia (ROBERTSON, 2010).

Infelizmente, Sergei perdeu seu pai aos onze anos de idade. Apesar dessa perda, sua
familia incentivou sua educacao, e ele concluiu o ensino médio em 1898. Com o apoio da
mae, Sergei e sua irm3 Margarita mudaram-se para a Europa Ocidental para continuar seus
estudos. Sergei inicialmente ingressou na Sorbonne, em Paris, para estudar matemdtica, mas
decidiu mudar para engenharia na Ecole Supérieure d'Electricité, uma instituicdo recente e
promissora. No entanto, apds se formar em 1901, percebeu que sua verdadeira paixao estava
na matematica e partiu para Gottingen, onde estudou por trés semestres sob a orientacdo do
renomado matematico David Hilbert.

Durante sua estadia em Gottingen, Bernstein foi influenciado pelos desafios mate-
maticos propostos por Hilbert e decidiu trabalhar no 192 problema, relacionado a anilise de
equacdes diferenciais parciais. Seu trabalho nessa drea levou-o a defender sua tese de doutorado
na Sorbonne, em 1904, perante uma banca de matematicos ilustres como Henri Poincaré,
Jacques Hadamard e Emile Picard. Sua tese foi rapidamente publicada nos Mathematische
Annalen com apoio de Hilbert.

Em 1905, Bernstein retornou ao Império Russo e tentou obter uma posicdo universitaria,
mas enfrentou dificuldades devido ao fato de sua qualificagdo estrangeira ndo ser reconhecida.
Assim, precisou reiniciar um doutorado, obtendo sua titulacdo na Universidade de Kharkiv em
1913. Em paralelo, Bernstein lecionava no Colégio Politécnico Feminino de Kharkiv, e mais
tarde, no Instituto Comercial da mesma cidade.

Um dos feitos mais significativos de Bernstein ocorreu em 1911, quando resolveu um
problema proposto pelo matematico belga Charles-Jean de La Vallée Poussin sobre aproximagao
de fung¢des por polindmios. Seu trabalho levou a introdugdo dos famosos Polindmios de
Bernstein e proporcionou uma prova construtiva do teorema da aproximacao de Weierstrass.
Sua contribuigdo foi reconhecida pela Academia Belga de Ciéncias, que Ihe concedeu um prémio
por sua descoberta(MAZLIAK, 2024).

Bernstein se tornou professor titular da Universidade de Kharkiv em 1920, consoli-
dando sua carreira académica e avancando em suas pesquisas. Seu legado na matematica,
particularmente na andlise e na teoria da aproximacdo, permaneceu influente por décadas. Sua
trajetdria exemplifica a perseveranca de um cientista que superou adversidades e deixou um
impacto duradouro no campo da matematica(MAZLIAK, 2024).

O matematico faleceu em 26 de outubro de 1968, deixando um legado académico

notavel e contribuicdes que continuam a ser estudadas e aplicadas na matematica moderna.
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A5 Paul de Casteljau (1925-2022).

Figura 45 — Paul de Casteljau.

Fonte: (PRAUTZSCH, 2022).

Paul de Faget de Casteljau foi um matematico e fisico francés, nascido em Besancon.
Formado pela Ecole Normale Supérieure, ingressou na Citroén em 1958, onde trabalhou até sua
aposentadoria em 1992. Apesar da inseguranca inicial ao entrar na empresa, ele se destacou
por seu trabalho inovador na geometria computacional, contribuindo de forma decisiva para
o desenvolvimento do algoritmo que leva seu nome. Esse método tornou-se a base para a
construcao das curvas e superficies Bézier.

Ao longo de sua carreira na Citroén, Casteljau enfrentou desafios significativos ao
tentar aplicar métodos matemadticos a fabricagdo de carrocerias de automdveis. Sua abordagem,
baseada em polindmios e formas polares, revolucionou a forma como as superficies eram
descritas matematicamente, permitindo maior precisdo e eficiéncia na producao industrial. No
entanto, devido as politicas da empresa, suas descobertas ndo foram publicadas até 1974, o que
fez com que suas contribui¢cdes fossem inicialmente pouco reconhecidas (CASTELJAU, 1999).

Embora seu nome nao seja tdo amplamente conhecido quanto o de Pierre Bézier,
sua metodologia se tornou um pilar da computacdo grifica moderna e do design assistido por
computador (CAD). Mesmo apds sua aposentadoria, Casteljau continuou a publicar pesquisas,
resultando em trés monografias e dez artigos académicos, a maioria escritos em francés. Seu
trabalho foi, enfim, reconhecido por meio de diversas premiagdes, incluindo o Prémio Seymour

Cray em 1987, o Prémio Memorial John Gregory em 1993 e o Prémio Bézier em 2012. Casteljau
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faleceu em 24 de marco de 2022, aos 91 anos, deixando um legado essencial para a matematica

aplicada e a computacio gréafica (MiLLER, 2024).



APENDICE B - Questionario aplicado aos estudantes do ensino superior.

Figura 46 — Questionario aplicado aos estudantes do ensino superior.

Dados pessoais

Este questionario tem como objetivo avaliar a sua percepgéo sobre "As curvas splines no
Geogebra". Suas respostas séo cruciais para verificar a eficdcia e a relevancia do estudo
realizado e contribuirdo para aprimorar os resultados da pesquisa. Agradecemos a sua
colaboragao!

Nome *

Sua resposta

E-mail *

Sua resposta

Sou *

O Aluno

O Professor

O Quitro:

Numero de telefone

Sua resposta

No curso de Matematica Licenciatura, vocé ja teve contato com as curvas *
splines?

O sim
O nao
Vocé achou relevante saber sobre as curvas splines? *
o sim
o nao

Na sua opinido, o contetido de curvas splines deveria ser abordado no curso de  *
Matematica licenciatura? Por qué?

Sua resposta
Comentarios

Sua resposta
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