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RESUMO

Sabe-se que resolver equacdes é a principal finalidade da Algebra e a motivagio central para o
seu desenvolvimento. As equacdes, por sua vez, surgem em decorréncia da maneira
matematica de pensar, um desdobramento natural do raciocinio algébrico, fundamentado na
ideia de igualdade, cujo objetivo € descobrir um valor que torne iguais duas sentencas (ou
expressoes), a priori, diferentes. Neste sentido, este trabalho académico teve como objetivo
analisar os potenciais de eficiéncia e eficacia das quatro Sequéncias Didaticas nele propostas,
acerca do ensino das equacdes algébricas de primeiro a terceiro graus e ministradas a
estudantes com altas habilidades/superdotagdo, inscritos nas edi¢des de 2024 e 2025 do
Projeto de Extensao “Oficinas e Estudos Dirigidos de Matematica junto aos Estudantes com
Altas Habilidades da Escola Alternativa Lago dos Cisnes”, registrado na Pré-Reitoria de
Extensdo sob o n° 4555; explanando ainda seus principais métodos resolutivos ao contemplar
féormulas por radicais e métodos auxiliares. Quanto a metodologia, trata-se de uma pesquisa
qualitativa, exploratoria, cujo objeto de estudo corresponde a um estudo de caso e dotada das
técnicas bibliografica e questiondrio, na forma de avaliagdes discursivas, para a coleta e
andlise de dados. Os resultados comprovaram a eficiéncia e eficacia das Sequéncias Didaticas
ministradas e corroboraram a hipotese de que o estudo das equacdes algébricas, motivado e
conduzido a luz da Historia da Matematica, promoveu uma melhor compreensao sobre como
surgiram os métodos resolutivos das equagdes algébricas, pois a abordagem da Historia da

Matematica notabiliza o seu carater humano, para além da técnica pura e simples.

Palavras-chave: Projeto de extensdo. Pensamento algébrico. Principios de equivaléncia.

Equagao polinomial. Igualdade de sentengas.



ABSTRACT

It is well known that solving equations is the main purpose of Algebra and the central
motivation for its development. Equations, in turn, arise from the mathematical way of
thinking—a natural unfolding of algebraic reasoning — grounded in the idea of equality, with
the goal of discovering a value that makes two (apparently different) statements or
expressions equal. In this sense, the aim of this academic work was to analyze the potential
efficiency and effectiveness of the four Didactic Sequences proposed herein, regarding the
teaching of algebraic equations of the first to third degrees, delivered to students with high
abilities/giftedness enrolled in the 2024 and 2025 editions of the Extension Project
“Workshops and Guided Mathematics Studies for Students with High Abilities from the Lago
dos Cisnes Alternative School”, registered under number 4555 at the Extension Office. The
study also presented the main resolution methods, including radical formulas and auxiliary
methods. As for the methodology, it is a qualitative, exploratory study, whose object is a case
study supported by bibliographic research and questionnaires, in the form of discursive
assessments, used for data collection and analysis. The results confirmed the efficiency and
effectiveness of the Didactic Sequences implemented and supported the hypothesis that the
study of algebraic equations — when motivated and guided by the History of Mathematics —
promotes a deeper understanding of how algebraic equation-solving methods emerged, as the
historical approach emphasizes the human dimension of mathematics, beyond pure and

simple technique.

Keywords: Extension project. Algebraic thinking. Principles of equivalence. Polynomial

equation. Equality of statements.
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INTRODUCAO

Desde os mais remotos primordios da civilizagdo, o ser humano sentiu a necessidade de
expressar seus pensamentos, dar forma e representagdo ao seu raciocinio e, no que diz
respeito ao pensamento matematico, o surgimento das primeiras ideias ocupou-se de
representar quantidades e valores através de simbolos, pratica que mais tarde evoluiu para os
sistemas de numeracdo e, posteriormente, para a construgdo de sentencas matematicas mais

complexas (Boyer, 1996).

Sabe-se que resolver equagdes &, desde sempre, a principal finalidade da Algebra, e a
motivacdo central para o seu desenvolvimento. As equagdes, por sua vez, surgem em
decorréncia da maneira matematica de pensar, um desdobramento natural do raciocinio
algébrico, fundamentado na ideia de igualdade, cujo objetivo ¢ descobrir um valor que torne

iguais duas sentengas (ou expressoes), a priori, diferentes (Eves, 2011).

Historicamente, as primeiras equagdes desenvolvidas e solucionadas pelos humanos tinham,
essencialmente, uma forma muito simples; contudo, ja aportavam de modo implicito a ideia
de incognita, traduzida como uma quantidade sumariamente desconhecida que equilibra,
equaliza o “tamanho” de dois conjuntos. Com o progressivo desenvolvimento da Matematica,
as equacoes evoluiram em forma, complexidade e modelos de representacdo. Nos tempos
atuais, elas estdo intimamente relacionadas com praticamente tudo o que se vé e compoe a
sociedade contemporanea. Existe uma numerosa série de categorias de equagdes, cujas
incognitas nem sempre se restringem meramente a nimeros, mas se estendem também a
fungdes; uma classe de equagdes suficientemente poderosas para abarcar e tratar quase a
totalidade dos problemas que possam ser descritos e retratados em linguagem matematica

(Hefez e Villela, 2012).

A essa altura, ¢ pertinente elucidar a defini¢do operacional de Equacao, que consiste em uma
expressao algébrica dotada de uma igualdade. Sua concepc¢dao emana do intuito de auxiliar a
encontrar solugdes para problemas em que um numero, valor ou quantidade sao
desconhecidos. Por exemplo, sabendo que a soma de dois nimeros naturais consecutivos

resulta em 191, € possivel decifra-los através de equagdes simples. Importa, essencialmente,



13

compreender o significado da defini¢do supracitada antes de aprender a resolver equagdes,

cuja arte apresenta diversas nuances, desdobramentos e peculiaridades (Becker, 2014).

Expressoes algébricas, por sua vez, correspondem a um conjunto de operagdes matematicas
basicas aplicadas a nimeros conhecidos e a nimeros desconhecidos, representados por letras,
comumente tomadas do alfabeto latino (convencional), mas que podem ser expressas também
a partir do alfabeto grego e até por simbolos diversos. Como mencionado anteriormente, toda
expressao algébrica que apresentar em sua composicdo uma igualdade, sera chamada de
equacdo; sendo tal igualdade justamente o que permitird encontrar suas solucdes, ao
relacionar uma operagdo matematica aplicada a alguns nimeros com o seu resultado (Abbeg,

2015).

Importa ainda tecer algumas consideragdes acerca do tema. A saber, o grau de uma equacao
estd diretamente relacionado ao numero de incognitas que ela apresenta. Dessa forma,
dizemos que uma equagdo ¢ de primeiro grau quando o maior expoente de sua(s) incognita(s)
¢ 1. Semelhantemente, uma equacao ¢ de segundo grau quando o maior expoente de sua(s)
incognita(s) ¢ 2, e assim sucessivamente. Contudo, ¢ importante atentar-se para o fato de que
o grau de uma equacgdo também pode ser expresso pelo produto de incognitas distintas. Por
exemplo, a equagdo xy + 15 = x é uma equacao de grau 2, posto que possui um produto entre
duas incognitas de primeiro grau. E também relevante atestar que o grau de uma equacio
determina a quantidade de solu¢des que a mesma possui. Assim, uma equagdo de primeiro
grau admite tdo somente um unico valor para sua incégnita; uma equagao de segundo grau

admite dois valores como suas raizes, e assim progressivamente (Moreno Junior, 2013).

O presente trabalho cientifico tem como proposta oferecer aos estudantes de nivel basico uma
compreensdo elementar acerca das chamadas equagdes polinomiais e suas solugdes, que
compuseram um capitulo de incontestavel importancia da Historia da Matematica. Em
particular, optou-se por aplicar as Sequéncias Didaticas nele elaboradas a estudantes com altas
habilidades, em razdo de ser este um grupo, em geral, pouco acompanhado por seus
propedeutas, que por sua vez, costumam concentrar seus esfor¢os na equiparagdo do nivel de
conhecimento da turma, dedicando assim, mais aten¢ao aqueles com maiores dificuldades de
aprendizagem; o que geralmente culmina, com efeito, em um desperdicio significativo do
potencial cognitivo e intelectual dos alunos com melhor desempenho, o qual raramente ¢

desenvolvido a propor¢ao de suas possibilidades.
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Sabe-se que s6 ¢ possivel resolver por intermédio de técnicas algébricas elementares (soma,
subtracdao, multiplicagdo, divisdo, potenciacdo e radiciagdo) equacdes de até quarto grau; as
quais provocaram uma revolugdo na Algebra, sendo o marco responsavel pela delimitagio
entre a Algebra classica e a moderna. Acerca da Historia da Matematica, Groenwald, Sauer e
Frank (2005) convergem que se trata de um tema importante na formag¢ao do aluno, posto que
ela exerce a fun¢dao de contextualizar o saber, evidenciando-o como um cenario em constante
construgao e aprimoramento, marcado por equivocos e avangos até a obtencdo dos teoremas,
métodos e algoritmos, posteriormente apresentados aos discentes sistematizados em
sequéncias didaticas, que para Gil (2007), sdo elaboradas com o intuito de realizar objetivos

educacionais adequados.

A Matematica, enquanto ciéncia em continuo processo de desenvolvimento, poderd
apresentar, no futuro, nuances, desdobramentos e conceitos aperfeigoados em relacdo aqueles
ora conhecidos e, invariavelmente, estara alinhada as necessidades economicas, culturais ¢
sociais dos povos pelos quais se aprimora (Peruzzo, 2013). Neste sentido, o desenvolvimento
dos Métodos Resolutivos das Equagdes Algébricas foi gradualmente construido a partir dessa
perspectiva, sendo entdo, a referida temdtica dotada de grande relevancia para a Matematica;

justificando-se, assim, a sua escolha para a presente abordagem.

Mediante a complexidade dos desafios encontrados no ensino da Matematica, particularmente
no que tange a Algebra, emana o seguinte questionamento: como sistematizar com a maior
eficiéncia e eficacia possiveis o ensino dos Métodos Resolutivos das Equagdes Algébricas de

Primeiro, Segundo e Terceiro Graus?

Neste sentido importa ressaltar que, de acordo com Maximiano (2000), um ensino eficiente se
refere a capacidade do professor de utilizar os recursos pedagogicos (tempo de aula, materiais
didaticos, atividades e tecnologia) de forma produtiva e econdmica, evitando desperdicios e
maximizando o aproveitamento. Deste modo, uma Sequéncia Didatica eficiente ¢ aquela que,
com o menor gasto de tempo e esforco possivel, promove grande avango no aprendizado dos
alunos. Por sua vez, um ensino eficaz se refere ao alcance dos objetivos de aprendizagem
estabelecidos. Logo, uma Sequéncia Didatica eficaz ¢ aquela que realmente leva os alunos a

compreender e aplicar o conteudo previsto, atingindo as metas de aprendizagem.

Este trabalho tem como principal objetivo:
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e Analisar os potenciais de eficiéncia e eficacia das quatro Sequéncias Didaticas propostas
neste trabalho académico e ministradas a estudantes com altas habilidades/superdotacao,
direcionadas ao ensino das equagdes algébricas de primeiro a terceiro graus, explanando
seus principais métodos resolutivos, contemplando férmulas por radicais e métodos

auxiliares, quando conveniente.

Para tanto, elencam-se como objetivos especificos:

e Apresentar alguns momentos importantes do desenvolvimento dos métodos resolutivos
(convencionais e auxiliares) das equacdes algébricas de primeiro a terceiro graus ao longo
da historia, destacando contribuicoes de matematicos como Euclides, Viéte, Sridhara,

Bhaskara, Tartaglia e Cardano;

e Analisar os critérios de resolubilidade dos métodos que contemplam foérmulas por
radicais, e ainda dos métodos auxiliares — quando convenientes — para determinar as raizes

das equagdes polinomiais de 1°, 2° e 3° graus;

e Propiciar aos estudantes abordados neste projeto de extensdo as habilidades de
compreender, interpretar e expressar algebricamente as ideias apresentadas em situacdes-
problema e em problemas com linguagem geométrica que recaiam em equacoes

polinomiais de 2° grau, e ainda;

e Resolver equagdes polinomiais de 1° grau pelo Método da Falsa Posicao;

e Resolver equagdes polinomiais de 2° grau por diferentes métodos: formagao de trindmios
quadrados perfeitos (através do “completamento” de quadrados), aplicagdo direta da

formula resolutiva, método da “Soma e Produto™ e pelo Método de Viéte;

e Resolver equacdes polinomiais de 3° grau completas ou incompletas, tanto pelo método
auxiliar de fatora¢do de polindmios e analise de possibilidades — quando cabivel, quanto

pela férmula resolutiva de Cardano-Tartaglia.

Ascende-se aqui a perspectiva de que o ensino dos métodos de resolucdo das equacdes

polinomiais seria consideravelmente enriquecido pela inser¢do da abordagem da conjuntura
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historica e social que culminou com o desenvolvimento da descoberta em questdo, posto que,
como ja foi dito, ¢ pela historia que se aprende a variedade dos métodos e algoritmos e o
emergir dos conceitos, teorias e demonstragdes, bem como por ela o saber no presente adquire
consisténcia ao interligarem-se o passado e o futuro; hipdtese sobre a qual o presente trabalho

sera construido e, a posteriori, encarregar-se-a de confirma-la ou refuta-la.

O conteudo deste trabalho ¢ delimitado por um panorama histérico do surgimento e
desenvolvimento das Equagdes Algébricas de 1°, 2° e 3° graus, pela abordagem de seus
métodos tradicionais de determinacdo das raizes reais (quando possivel), e ainda dos métodos
resolutivos auxiliares, como o Método da Falsa Posicao para Equacdes Lineares, métodos de
Viéte e “Soma e Produto” para Equag¢des Quadraticas e, ainda o método de fatoragdo de
polindmios e analise de possibilidades — quando conveniente — para Equagdes Cubicas.
Finalmente, propusemos a elaboracdo de quatro propostas de Sequéncia Didatica para o

ensino dos referidos contetdos matematicos.

Importa destacar que o presente referencial teorico dedicou uma subsecdo especifica para
estabelecer consideragdes pertinentes sobre pessoas com altas habilidades/superdotacdo —
posto que ainda se saiba muito pouco a seu respeito — e apresentar o teor de dispositivos
legais fundamentais que tratam do embasamento juridico do direito constitucional de tais

pessoas a educagao inclusiva.

Este trabalho cientifico, finalmente, estruturou-se em quatro se¢cdes numeradas, sendo elas,
em ordem, Revisao de Literatura, Referencial Teorico, Metodologia e Classificacao e Analise
dos Dados, seguidas da Conclusdo. A primeira elencou os artigos cientificos que inspiraram a
realizacdo deste trabalho académico, os quais abordaram as Equa¢des Algébricas, € o ensino a
estudantes com superdotacdo/altas habilidades; a segunda apresentou uma abordagem
histérica, técnica e académica das Equacdes Algébricas de primeiro a terceiro graus, o
embasamento legal do direito de pessoas com altas habilidades/superdotacdo a educacao
inclusiva e importantes consideracdes sobre sequéncias didaticas; a terceira detalhou os
métodos de sua pesquisa e composi¢ao; a quarta explanou uma analise dos dados coletados
nas avaliacdes aplicadas aos estudantes, apos as Sequéncias Didaticas a eles ministradas. Por
ultimo, foram expostas as conclusdes apreendidas pela realizacdo de todo o trabalho

desenvolvido e concretizado.
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1 REVISAO DE LITERATURA

Os métodos de resolucdo das Equagdes Algébricas consistem em uma temadtica bastante
pertinente no estudo da Matematica, razao pela qual ja fundamentou diversos trabalhos
cientificos e académicos, alguns dos quais serviram de embasamento para a elaboragdo deste
trabalho, sendo o primeiro deles o artigo Equa¢ao do Segundo Grau: aspectos historicos e
contemporaneos, de Ezequiel Silva Chaves; no qual o autor faz uma analise dos problemas
atuais acerca das equagdes do segundo grau e funcdes quadraticas, normalmente abordadas
entre o final do Ensino Fundamental e inicio do Ensino Médio. Seu intuito foi realizar um
resgate historico, em diversos povos, de problemas envolvendo a equagdo de segundo grau e
explorar seus aspectos contemporaneos contidos, em particular, em livros didaticos e de
outras naturezas, estabelecendo as relagdes entre os problemas que sao trabalhados em sala de

aula e situacoes do dia a dia do discente.

O segundo artigo utilizado como base para este trabalho foi A evolucido na resolucio das
Equacoes Algébricas, de Luiz Carlos da Costa. Nesse trabalho, o autor empenha-se em
explanar como se deu o desenvolvimento de alguns métodos classicos de resolugdao das
equagoes polinomiais de primeiro, segundo, terceiro e quarto graus, a partir da abordagem
histérica que contextualizou a obten¢do de cada método, com o intuito de tornar a leitura mais
atraente e situar o leitor no espaco € no tempo; em linguagem simples e acessivel. O autor
apresenta, em cada método dissertado, exemplos praticos e propde ainda uma Sequéncia

Didatica para a ministragdo das Equac¢des Quadraticas em aulas.

Utilizou-se também o artigo Métodos resolutivos de Equacdes Algébricas e analise das
raizes de funcdes polinomiais, de Adilio Titoneli dos Santos, que abordou as férmulas
resolutivas de equagdes algébricas polinomiais, expressas por radicais e operagdes
elementares nos coeficientes; explorando ainda as diversas ideias abarcadas pelas
demonstragdes, discussdes acerca dos casos e algumas demonstragdes independentes.
Trataram-se ainda os casos especiais em que as raizes estdo sujeitas a condigdes
preestabelecidas e os coeficientes obedecem a uma dada lei; bem como a teoria de Abel-
Ruffini e as implicacdes da teoria de Galois para justificar a impossibilidade de solugdo geral
por radicais dos polindmios de grau > 5, finalizando com a resposta a esse impasse com o

surgimento de métodos numéricos de aproximagao.
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Motivou ainda a elaboragdo deste trabalho, a Dissertacio de Mestrado Ensino de Equacdes
Trigonométricas por atividades experimentais de Carlos Alberto Martinho Brayner Junior,
na qual apresentou os resultados de uma pesquisa a respeito do ensino de equacdes
trigonométricas, cujo problema condutor foi: “quais efeitos uma sequéncia didatica por
atividades experimentais tem sobre o desempenho dos alunos na resolucdo de equagdes
trigonométricas em uma turma do 3° ano do Ensino Médio?”. Seu objetivo geral foi analisar
os resultados da aplicagio de uma sequéncia didatica fundamentada em atividades
experimentais acerca da resolucao de questdes sobre equagdes trigonométricas, desenvolvidas
em formato virtual com um grupo de 10 alunos do 3° ano do Ensino Médio de uma escola
publica do municipio de Ananindeua, em Belém do Pard, adotando-se como metodologia de

pesquisa a Engenharia Didatica.

A quinta obra matematica que embasou a elaboragdo deste, analisou-se o artigo A existéncia
de formulas por radicais para resolucio das Equacées Algébricas de Polyana de Castro
Costa, no qual a autora apresenta uma revisdo bibliografica acerca do surgimento das
equagoes algébricas e a deducao de formulas por radicais para resolver equacdes quadraticas,
clbicas e quarticas. Em seguida, explanou como seguiu o estudo das equagdes & Algebra
Moderna, a partir das contribui¢cdes de Abel e Galois, para a compreensdo da inexisténcia de
uma formula por radicais para a resolucdo das equagdes de grau igual ou superior a cinco,
com énfase na teoria dos grupos para o esclarecimento da questdo da resolubilidade algébrica

das equagdes.

Encerrando a apresentacdo das obras inspiradoras deste trabalho académico, estudou-se o
artigo O direito das pessoas superdotadas a educacio inclusiva de Andraci Lucas Veltroni
e Alexandre Lucas Veltroni, no qual os autores apresentam, com riqueza de detalhes,
caracteristicas inatas das pessoas com Altas Habilidades/Superdotagao, bem como uma
excelente explanacao de seus direitos constitucionais e infraconstitucionais; o que contribuiu
profundamente para eu conhecer mais e melhor essa condi¢do especifica e conscientizar-me
ainda mais da importancia da oferta de uma proposta educacional adequada a esses
estudantes, de modo a explorar suas potencialidades e fomentar o seu desempenho o quanto

for possivel.

Os artigos cientificos estudados e analisados para a realizagdo deste trabalho académico foram

de suma importancia, posto que serviram de embasamento tedrico e fontes de preciosos
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conhecimentos, trazendo inclusive norteadores para levantamento de dados concernentes a
tematica suscitada e tratamento e analise. Infelizmente, ndo foram encontrados trabalhos
cientificos anteriores destinados a abordagem das Equacdes Algébricas para estudantes com
altas habilidades. Neste sentido, o presente constitui-se como um trabalho cientifico de

vanguarda no referido &mbito académico.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O presente referencial tedrico apresenta um panorama historico do desenvolvimento dos
métodos resolutivos tradicionais (pelo uso de formulas por radicais) e auxiliares das equagdes
polinomiais lineares (1° grau), quadraticas (2° grau) e cubicas (3° grau), evidenciando as
transformagdes ocorridas nos algoritmos de resolugdo e no raciocinio mateméatico ao longo
dos séculos e a apropriagdo dos conhecimentos oriundos das descobertas nos ambitos da

Algebra e da Geometria, bem como das iteragdes entre ambos.

Abordar-se-a a relevancia da abordagem da Histéria da Matematica neste processo didatico,
bem como aspectos notaveis da vida e da obra do célebre Bhaskara Akaria e da obtengao da
féormula resolutiva para as equagdes polinomiais do 2° grau (cujo autor ndo foi o referido
matematico, ao contrario do que se acredita e até se divulga, ndo raramente), bem como do
legado de outros matemadticos fundamentais neste ambito, como Euclides, Viéte, Sridhara,

Tartaglia e Cardano.

Discorrer-se-a ainda acerca do embasamento juridico para o fomento da Educagdo Inclusiva
no Brasil e em todo o mundo e, finalmente, expor-se-ao importantes consideragdes acerca do
conceito de Sequéncia Didatica e da importancia de sua elaboracdo criteriosa e adequada ao
seu publico-alvo, visando promover um ensino eficiente e eficaz das equagdes polinomiais de
1°, 2° e 3° graus, com seus métodos resolutivos convencionais e auxiliares, quando for

conveniente.

2.1 O desenvolvimento das Equac¢des Algébricas: um panorama historico

Em consonincia com Roque e Carvalho (2012), define-se Algebra como o ramo da
Matematica que utiliza letras, e simbolos em geral, a fim de representar numeros e
quantidades. Neste ambito, as equagdes desempenham um papel fundamental. Conforme
apontam Garbi (2007) e Peruzzo (2013), as equagdes possuem grande relevancia na
Matematica, posto que qualquer problema resolvido por meio de niumeros pode ser tratado

através de equacoes.

Em amplo espectro, entende-se que equacionar um problema consiste em inseri-lo em um

mecanismo do qual ele saird elucidado e resolvido. A proposito, o vocabulo “equagao” possui
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a mesma origem latina das palavras “igual” e “igualdade”. Assim, uma equagdo configura-se
como uma sentenga matematica que contém letras representando valores ou numeros
desconhecidos e ¢ expressa por uma igualdade. As letras ou demais simbolos utilizados na

expressao sao intitulados incognitas (Hefez e Villela, 2012).

Quando as expressdes matematicas possuem incognitas submetidas apenas as operagdes
aritméticas de adigdo, subtragdo, multiplicacao, divisdo, potenciacdo com expoente inteiro e
radiciacdo, estas se caracterizam como equagdes algébricas. Por sua vez, dizemos que resolver
uma equacdo consiste em encontrar e determinar o(s) valor(es) da(s) incognita(s) (Abbeg,
2015). Denominam-se equagdes polinomiais as equagdes algébricas apresentadas na forma

geral (ou, em linguagem técnica, forma candnica):
-1 2
ax" Fa, X"+ . taxtax +ap=0,
onde os termos a,, a,.1, ..., 2, a; € apsao numeros complexos e sdo chamados de coeficientes,
e n representa um numero natural. Chamamos de coeficiente dominante o a,, caso este seja
ndo nulo, e n de grau de uma equag@o o maior expoente da incognita.
Dizemos que resolver uma equacgdo algébrica a partir da utilizagdo de foérmulas significa
exibir as solucdes de uma dada equacgdo geral, qualquer que seja o seu grau, valendo-se de
radicais, ou seja, determinar tais solugdes manipulando os coeficientes da equagd@o por meio
das operagdes aritméticas (adigcdo, subtragao, multiplicagdo e divisdo) e da extragdo de raizes.
(Becker, 2014). Neste sentido, sao exemplos de equagdes algébricas:
a)Sx +8=7,
2
b)2x"+6x—-9=0,

c)x4+\/§x3+§=8,

d)x7+x5+35x=W—14,



22

ao passo em que as equacdes abaixo, por envolverem operagdes com niimeros transcendentes
(nimeros reais ou complexos que ndo sdo raizes de qualquer equagdo polinomial a
coeficientes inteiros, a exemplo do numero m ou do “numero de Euler”) ou fungdes
transcendentes (aquelas que nao podem ser expressas como polindmios, ou como quocientes
de polindmios, como sdo as funcdes exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e inversas

trigonométricas); ndo sdo algébricas:
a)x -3 +5=¢",

b) cos(x) + x*sen(3x) = 11,

¢) arccos(x) = %,

d) sen(4x) + sen(2x) + sen(x) = 1.

O desenvolvimento da Matematica primitiva teve um cardter essencialmente pratico,
originado pelas atividades de contagem e mensuracdo e, gradativamente, foram
desenvolvendo-se tendéncias direcionadas ao raciocinio abstrato para, posteriormente, estudar
a ciéncia por si mesma, com uma perspectiva independente. A principio, somente os numeros
representavam-se por simbolos, ao passo em que o desenvolvimento e as operagdes eram

descritos em palavras (Peruzzo, 2013).

Conforme Eves (2011), o estudo da Matematica pertence a uma tradicdo que teve origens no
Oriente Antigo e se expandiu na Grécia Antiga, na India e no império islamico medieval.
Posteriormente, consolidou-se no final da Idade Média e no Renascimento Europeu,

evoluindo para transformar-se na matematica que conhecemos hoje.

Verifica-se que civilizagcdes que desenvolveram a escrita, em geral, apresentam evidéncias de
producao, em algum nivel, do conhecimento matematico. Antropdlogos encontraram objetos
pré-historicos que continham elementos pré-matematicos, indicando o que seriam as mais
remotas atividades matematicas humanas. A aproximadamente 4.000 a.C., surgiram as
primeiras formas de escrita, que se desenvolveram e se consolidaram na Mesopotamia —

regido entre os rios Tigre e Eufrates, correspondente ao atual Iraque — com os sumérios e,
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alguns séculos mais tarde, no Egito, situado no vale do rio Nilo. O teor dos documentos mais
antigos registra a contabilidade de impostos, estoques e transagdes comerciais € a glorificacao

dos reis (Garbi, 2007).

Era de fundamental relevancia calcular com autonomia, por exemplo, o tamanho (4rea) dos
campos, o volume de recipientes e cestos e a quantidade de trabalhadores necessarios para o
cumprimento de determinadas tarefas. Foram estabelecidas entdo, unidades de medida que,
por conseguinte, geraram problemas de conversdo que envolviam aritmética. A tarefa de
solucionar tais problemas era atribuida aos escribas, que vinham a serem funcionarios
publicos especializados no dominio da escrita e na resolucdo de problemas matematicos
basicos. Os referidos conhecimentos matematicos foram sendo acumulados indutivamente, de

forma empirica, e nao com carater dedutivo (Eves, 2011).

Abordar-se-a0 algumas consideragdes acerca do desenvolvimento matematico em
determinadas civilizagdes, a comecar pela Matematica no Egito, territorio no qual o
conhecimento matematico foi registrado em papiros, a saber, folhas usadas para a escrita,
fabricadas a partir dos caules (ou hastes) da planta de mesmo nome, a Cyperus papyrus, que
era amplamente cultivada na regido e além de servir como material para escrita tinha varias
outras utilidades para os egipcios e era considerada uma planta sagrada (Roque e Carvalho,

2012).

Segundo Boyer (1996), alguns desses papiros egipcios resistiram ao desgaste do tempo por
mais de trés milénios e meio. Dentre os papiros encontrados, destacam-se como os mais
conhecidos o papiro de Ahmes e o papiro de Moscou. Ambos aportam problemas envolvendo
equacdes do primeiro grau, resolvidos a partir do método que, a partir do final do século XV,

passaria a ser chamado de “método da falsa posi¢cdo”, o qual sera elucidado posteriormente.

De acordo com Garbi (2007), o papiro de Moscou, datado aproximadamente de 1850 a.C.,
apresenta 25 problemas de Aritmética e Geometria, incluindo o célculo do volume de um
tronco de piramide. O papiro de Ahmes, por sua vez, conhecido como papiro de Rhind, foi
adquirido por Alexander Henry Rhind (1833-1863) em Luxor, no Egito, por volta de 1850 e
atualmente estd exposto no Museu Britanico, em Londres; tendo sido escrito em 1650 a.C.
pelo escriba Ahmes e contendo 87 problemas matematicos. Apresenta-se um fragmento seu

na figura 1:
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Figura 1: Parte do papiro de Rhind.

Fonte: https://ensinarhistoria.com.br/a-matematica-egipcia-no-papiro-de-rhind/.

A titulo de exemplificag¢do, evidenciar-se-4 o problema de nimero 31 do papiro de Rhind,

cujo enunciado vem a ser:

“Uma quantidade, e % dela, e % dela, e % dela, adicionados, torna-se 33. Qual é a quantidade?”

(Chace, 1927, p. 72).
Transcrito em linguagem algébrica, ele redunda na seguinte equagao:

e i i
X 3x 2x 7x— .

Por sua vez, as civilizagdes antigas da Mesopotdmia sdo comumente chamadas de
babilonicas. Seus registros numéricos mais antigos foram encontrados em tabletes de barro.
Os primeiros tabletes que apresentavam operacdes matematicas datam de aproximadamente
2200 a.C. Neles, havia um sistema de numerag¢do posicional com base 60, registrado em
escrita cuneiforme. Algum tempo depois, com o estabelecimento do Império Babilonico,

Babilonia se tornou sua capital (Boyer, 1996).

Um tablete de argila cozido, datado de cerca de 1700 a.C. e descoberto no século XIX, servia
como um livro de exercicios matematicos. De acordo com Peruzzo (2013), os registros
gravados nessas tabulas indicam que os povos da Mesopotamia dominavam calculos
aritméticos, essenciais no desempenho de suas transagdes agricolas, o que pode, inclusive,

evocar um olhar sensivel e atento para a Etnomatematica.
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No que se referem as equacdes algébricas, os mesopotamicos ja sabiam resolver sistemas de
equacdes lineares com duas varidveis, empregando o chamado “método da substituicdo”.
Concomitantemente aos egipcios, os babilonicos desenvolviam seus métodos matematicos,
trabalhando com equagdes do segundo grau e valendo-se, em suas resolugdes, de um método
com raciocinio similar aquele que posteriormente seria empregado pelos hindus, usualmente
intitulado como "completamento de quadrados". Contudo, os célculos eram, normalmente,
apresentados como sequéncias de procedimentos, sem quaisquer justificativas logicas (Roque

e Carvalho, 2012).

O surgimento das equagdes quadraticas na Mesopotamia esta diretamente ligado a problemas
envolvendo medi¢des de terras. O problema a seguir, citado por Peruzzo (2013), estd
registrado em um tablete de argila babilonico, identificado como BM 13901, como se pode ver

na Figura 2, atualmente preservado no British Museum, em Londres.

Figura 2: Tablete de argila babilénico BM13901.

Fonte: https://cdli.ox.ac.uk/wiki/doku.php?id=79. mathematical text bm_ 13901.

Este corresponde a um texto babilonico antigo escrito, pelo menos, hd 3700 anos e apresenta

24 problemas envolvendo areas de quadrados e retdngulos, por exemplo:
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“Subtraindo-se o lado do quadrado de sua area, o resultado ¢ 870. Calcular o lado do

quadrado”. Em linguagem algébrica, esse problema traduz-se na equacao:
X’ —x=870.

Conforme Hefez e Villela (2012), os babilonicos também estudaram equagdes cubicas puras,
da forma ax’ = d, resolvendo-as diretamente com o auxilio de tabelas de cubos e raizes
cubicas. Por exemplo, a equagio x° = 125 tem solugdo x = 5, pois 5° = 125. Analogamente, as
equacdes cubicas mistas, na forma padrio normal x* + x* = d, eram resolvidas por meio de
tabelas contendo valores para n° + n’, com n variando entre 1 ¢ 30. A seu tempo, para
equacdes do tipo ax® + bx> = d, os babilonicos aplicavam métodos de substituicdo e o principio
de equivaléncia multiplicativo. Por exemplo, para resolver a equacdo 48x> + 4x* = 7, a fim de

obter uma equagdo da forma ax’ + bx* = d, eram feitas as seguintes manipulacdes algébricas:
4853+ 4x° =7 =
3-48°+4xH)=7-3=
144x° + 12x° =21 =
12 (1448° + 126 =21 - 12 =
(12x)* + (12x)* = 252.
Fazendo y = 12x, obtém-se
4+t =252

1

e utilizando valores tabelados, encontra-se y = 6, € como x = 1y—2, segue que x = -.

Na Algebra Mesopotdmica, equacdes biquadradas nas formas ax’ + bx*=d e ax® + bx* = d
eram também conhecidas como equacdes quadraticas disfargadas, pois note que ¢ possivel

fazer



27

a((xy’)’ + bx =d,

a[(*) ) + b(x?)* =d.

Segundo Boyer (1996), a solugdo de equagdes quadraticas e cubicas na Mesopotdmia ¢
considerada um notavel feito matematico, ndo apenas pelo alto nivel das habilidades técnicas,
mas, sobretudo pelas admiraveis flexibilidade e maturidade dos conceitos € manipulacdes

algébricas envolvidas.

Garbi (2007) salienta que o Egito e a Mesopotamia foram as regides pioneiras na aquisicao
dos conhecimentos matematicos. Por outro lado, os gregos foram os primeiros europeus a
entrarem em contato com o Oriente Médio e a demonstrarem interesse pelas técnicas,
reconhecendo, em particular, a importancia da Geometria (vocédbulo de origem grega cujo
significado vem a ser "medida da terra"). A partir de meados do século VII a.C., ao
conhecerem o apogeu da civilizagao egipcia, os gregos passaram a absorver e desenvolver o

seu proprio conhecimento matematico.

Passando ao surgimento do desenvolvimento matematico na Grécia, importa salientar que seu
primeiro representante notavel foi Tales, natural da cidade de Mileto, na regido da Jonia; e a
ele ¢ atribuida a primeira transformagao profunda ocorrida no pensamento matematico desde
que o ser humano aprendeu a contar, marcando a transicdo da matematica pratica para a
matematica fundamentada em provas concretas. Tales introduziu o conceito revolucionario de
que as verdades matematicas precisam ser demonstradas, a exemplo de teoremas, corolarios e

lemas (Boyer, 1996).

Como parte do legado de Tales de Mileto, destacam-se as demonstragdes de que: um angulo
inscrito em um semicirculo €, invariavelmente, reto; feixes de retas paralelas cortadas por
transversais geram segmentos proporcionais, os angulos da base de um triangulo isdsceles sao
iguais, que qualquer diametro divide um circulo em duas partes idénticas; apenas para citar

algumas (Eves, 2011).

De acordo com Boyer (1996), algumas décadas mais tarde nasceu Pitagoras, na ilha de
Samos, tendo alcancado indubitavel destaque por demonstrar o teorema dos triangulos

retangulos. Na relagcdo fundamental entre os lados de um tridngulo retangulo, a expressao
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a=b+c

marca, na Europa, o inicio do entendimento sobre Equacdes do Segundo Grau.

Por volta de 540 a.C., na cidade de Crotona, no sul da Italia, Pitdgoras fundou uma escola
dedicada ao estudo da Matematica, das Ciéncias Naturais e da Filosofia. Poucas décadas a
frente, os pitagoricos difundiram o entusiasmo pelo estudo da Matematica, incentivando o
desenvolvimento cientifico e tecnoldgico que influenciaria as civilizagcdes posteriores (Roque

e Carvalho, 2012).

Por volta de 323 a.C., Ptolomeu I fundou a Universidade de Alexandria, que se tornou um
importante centro do pensamento matematico grego, produzindo matematicos excepcionais,
dentre os quais destacou-se Diofanto, que viveu por volta de 250 a.C. e é considerado o "pai
da Algebra" pois, em sua obra, ele intermediou o estilo puramente retorico dos babilonios e a

notacao simbolica das equagdes utilizada atualmente (Eves, 2011).

Ainda no rol dos grandes matematicos gregos, em consonancia com Peruzzo (2013), Diofanto
empregava o método da tentativa para resolver alguns sistemas de equagdes, no qual alguns
valores eram assumidos para algumas incognitas, e estas sugeriam estratégias aritméticas a
fim de que os valores corretos fossem determinados. Em sua obra, Arithmetica, dotada de 13
livros, dos quais apenas 6 remanesceram, parte na qual ele se dedica a resolugdo de 130
problemas, que, ao serem traduzidos em linguagem matematica, recaem em equagodes do
primeiro e segundo graus, nas formas: ax> + bx = ¢; ax’> = bx + ¢ e ax* + ¢ = bx, com a
restricdo de a, b e ¢ serem nimeros positivos; sendo um Unico problema caracterizado em
uma equagdo cubica. Segundo Eves (2011, p. 208), alguns dos problemas contidos neste

trabalho, sdo:

Problema 28, Livro II: Encontre dois numeros quadrados tais que seu produto
acrescido de um deles resulta um nimero quadrado. (Resposta de Diofanto: (3/4)7,
(7124)%)

Problema 6, Livro III: Encontre trés ntiimeros tais que a soma de todos ¢ um
quadrado e a soma de dois quaisquer deles também é um quadrado. (Resposta de
Diofanto: 80,320,41.)

Problema 7, Livro III: Encontre trés nimeros em progressdo aritmética, sabendo-se
que a soma de dois quaisquer deles é um quadrado. (Resposta de Diofanto: 120 1/2,
840 1/2, 1560 1/2.)
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Problema 13, Livro III: Encontre trés niimeros tais que o produto de dois quaisquer
deles, acrescido do terceiro, ¢ um quadrado. [...]

Problema 15, Livro III: Encontre trés numeros tais que o produto de dois quaisquer
deles, acrescido da soma dos mesmos dois, € um quadrado. [...]

Problema 10, Livro IV: Encontre dois nimeros tais que sua soma ¢é igual a soma de
seus cubos. (Resposta de Diofanto: 5/7 e 8/7.)

Problema 21, Livro IV: Encontre trés niimeros em progressdo geométrica de
maneira que a diferenca entre dois quaisquer deles é um numero quadrado.
(Resposta de Diofanto: 81/7, 144/7 € 256/7).

Em torno de 300 a.C. surgiu Euclides, responséavel pela sintetizacdo e sistematizagdo do
conhecimento matematico grego, e¢ que, seguindo a tradicdo da matematica dedutiva
inaugurada por Tales, estabelece a ressalva de que nem todas as verdades matematicas
necessitam ser provadas; algumas delas, as mais fundamentais, devem ser aceitas sem
demonstragdo, em carater axiomatico. Ele foi o autor da cole¢do Os Elementos, composta por
13 livros, nos quais sistematizou os fundamentos da Geometria de maneira rigorosa e
dedutiva, tomando como ponto de partida um pequeno conjunto de defini¢cdes e verdades

aceitas sem demonstracao (Boyer, 1996).

Embora a Grécia nao tenha se destacado no estudo da Aritmética, Euclides demonstrou alguns
teoremas importantes na Teoria dos Numeros e introduziu conceitos imprescindiveis para a
resolugdo de equagdes. No inicio da obra Os Elementos, algumas verdades imediatas,
dispensadas da obrigatoriedade de serem chanceladas por uma demonstracdo, foram
agrupadas em axiomas, ou nog¢des comuns (seis) e em postulados de natureza geométrica

(cinco), a saber, conforme Eves (2011, p. 179-180):

Al Coisas iguais a mesma coisa s3o iguais entre si.

A2 Adicionando-se iguais a iguais, as somas sdo iguais.

A3 Subtraindo-se iguais de iguais, as diferengas sdo iguais.

A4 Coisas quem coincidem uma com a outra s@o iguais entre si.

A5 O todo ¢ maior do que a parte.

A6 Tguais multiplicados ou divididos por iguais continuam iguais.

P1 E possivel tragar uma linha reta de um ponto qualquer a outro ponto qualquer.
P2 E possivel prolongar uma reta finita indefinidamente em linha reta.

P3 E possivel descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.
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P4 Todos os angulos retos sdo iguais entre si.

P5 Se uma reta intercepta duas retas formando angulos interiores de um mesmo lado
menores do que dois retos, prolongando-se essas duas retas indefinidamente elas se
encontrardo no lado em que os dois angulos sdo menores do que dois angulos retos.

Importa ressaltar que os seis axiomas supratranscritos tornaram-se a chave para a resolucao de
equacdes do primeiro grau, permitindo o desenvolvimento de um método geral para tal
algoritmo. Finalmente, o dominio da Geometria pelos gregos possibilitou a resolucdo de
certos tipos de equacdes do segundo grau utilizando apenas régua e compasso (Roque e

Carvalho, 2012).

De acordo com Peruzzo (2013), os chineses, por sua vez, praticavam a Algebra desde a mais
remota antiguidade, registrando os resultados por meio de palavras, sem o arcabouco
simbolico atualmente empregado, corriqueiramente. Eles resolviam equagdes lineares e
sistemas de equagdes lineares com trés incdgnitas, efetuando sobre colunas de uma matriz, as
operagdes matematicas necessarias. Ha registros que indicam a resolu¢do de equagdes do
segundo grau, e até de algumas equagdes especificas de grau nove. Contudo, os métodos
empregados ndao eram precisamente elucidados, o que pode significar que os chineses

utilizavam aproximagdes por tentativas para encontrar as solugdes.

Os indianos, a seu tempo, ndo se restringiam a efetuar suas operagdes matemadticas com
nimeros naturais, mas contemplavam também nuimeros negativos e irracionais, colaborando
para a obtencdo de importantes avancos na Matematica. Eram habeis em aritmética e
aportaram notaveis contribui¢des a Algebra. O sistema de numeragdo hindu caracterizou-se
como posicional e ¢ dotado de dez simbolos, dentre eles o zero, denominado sunya (que
significa “vazio” ou “vacuo”) pelos hindus, e se consolidou por volta do século V d.C. (Hefez

e Villela, 2012).

Segundo Eves (2011), os indianos solucionavam equagdes do segundo grau recorrendo a
linguagem geométrica, como a técnica do “completamento de quadrados”. Além disso, eles
unificaram as trés formas de equagdes quadraticas apresentadas pelos gregos em um unico

modelo geral, a saber:

ax* +bx+c=0.
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Também resolveram alguns casos especiais de equagdes de grau maior ou igual a 2,
transformando ambos os lados da equagdo em poténcias perfeitas com a adicdo de termos —
um processo que ficou conhecido como o “método do completamento de quadrados™. Os
arabes, por sua vez, destacaram-se na Algebra Geométrica, desenvolvendo e aperfei¢oando
métodos para a resolugdo de equacdes quadraticas e cubicas, sendo um dos mais importantes,

o método da falsa posicao (Peruzzo, 2013).

Peruzzo (2013) e Garbi (2007) convergem que o matematico que deu nome a Algebra foi o
arabe Mohammad ibn Musa Al-Khwarizmi (783-850), cujo legado inclui a apropriacdo das
palavras “algarismo” e “algoritmo” pela Matematica. Em sua obra A/-Kitab al-jabr wal
Mugabalah (O Livro da Restauragdo e do Balanceamento), o termo Al-jabr era usado para
descrever operagdes que completavam a incognita x. A titulo de exemplo, para resolver a
equacdo x — 5 = 8, “restaurava-se” a expressdo x — 5 somando-se 5 a ambos os lados da
igualdade, a fim de completar a incognita x, obtendo x = 13. A partir de entdo, a Algebra
tornou-se uma das areas da Matemadtica que utiliza niimeros, letras e sinais (simbolos) para

generalizar operagdes matematicas.

Ainda de acordo com Garbi (2007), com o intuito de simplificar a simbologia, Al-Khwarizmi
popularizou o sistema de numeragdo hindu de base 10, no qual os algarismos de 0 a 9 tém
valores relativos determinados pela posicao que ocupam. Sua obra Kitab al-jami wa’l tafriq bi
hisab al hind (Livro sobre o método hindu de adi¢do e subtracdo) exerceu grande influéncia
sobre a Matematica europeia durante os séculos finais da Idade Média. No primeiro milénio
da era cristd, a India produziu grandes matematicos e astrénomos, como Varahamihira (c.
505), Brahmagupta (c. 630) e Bhaskara (1114-1185), sendo este tltimo comumente lembrado
pela formula (muito embora ndo tenha sido o seu descobridor, e o Brasil seja o Gnico pais a

utilizar o termo “formula de Bhaskara™).

Conforme Roque e Carvalho (2012), o método geral para resolver equacdes quadraticas

consiste em:

a) completar o quadrado no primeiro membro da equacao, de modo a transformar o termo que

contém a incdgnita a seu quadrado em um quadrado perfeito;
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b) extrair a raiz quadrada de ambos os membros, a fim de diminuir o grau da equagdo

quadréatica ora obtida; e

¢) resolver a equagdo do primeiro grau dai resultante pelos principios de equivaléncia ou pelo

método da falsa posicao.

Note-se que as equacdes polinomiais do segundo grau estdo frequentemente relacionadas a
problemas cujo objetivo € determinar dois numeros, por exemplo, x € y, a partir de sua soma S

e de seu produto P. Logo, esse tipo de problema pode ser denotado pelo seguinte sistema:
x+ty=S§ y=8—-x
ou, equivalentemente: ,

xy=P xy=P

donde segue que, x(S — x) = P, ou seja, x> — Sx + P = 0 e, portanto:

S++VS2—4p
X=—-
2a ’

onde os coeficientes pertencem & equagdo quadratica ax” — Sx + P = 0. A aplicagdo dessa
formula gerou questionamentos acerca do numero de raizes de uma equagdo, bem como da
possibilidade de extrair a raiz quadrada de um ntimero negativo. Tais questdes estimularam
alguns matematicos a explorarem novos métodos em busca de uma féormula resolutiva para as

equacdes de terceiro grau (Becker, 2014).

Posteriormente, em consonancia com Eves (2011), o inicio do segundo milénio foi marcado
pelo despertar da ciéncia no Ocidente. O sistema numérico arabe teve trés tentativas de
insercao na Europa, sendo apenas a terceira bem sucedida, ao ser realizada por Leonardo de
Pisa (1175-1250), mais conhecido como Fibonacci. Importa mencionar que a primeira e
segunda tentativas foram efetuadas, respectivamente por Gerbert d’Aurillac (950-1003) e
Adelard de Bath (1075—-1160). Leonardo Fibonacci viveu parte de sua juventude no norte da
Africa, onde teve contato com a cultura arabe, e também viajou pelo mar mediterraneo,
estudando diversos sistemas aritméticos, dentre os quais elegeu o indo-ardbico como o seu

favorito.
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Segundo Boyer (1996), em 1202, na Itdlia, Fibonacci publicou sua célebre obra Liber Abaci,
na qual, além de descrever o sistema numérico arabe, explanou sobre Algebra e contribuiu
com a simbologia algébrica, introduzindo os termos res (coisa, em latim) e radix (raiz) para
representar a incognita, census (quadrado), cubus (cubo) e aequalis, que representava o

simbolo de igualdade (=).

O préximo matematico italiano a obter notoriedade foi o franciscano frei Luca Pacioli (1445—
1517), considerado também o pai da contabilidade moderna, por inaugurar o método de
escritura¢do de langamentos oficialmente adotado pela Contabilidade, até os presentes dias, o
“método das partidas dobradas”. Conforme Roque e Carvalho (2012), em 1494, Pacioli
publicou, em Veneza, o livro Summa de Arithmetica, Geometria, Proportion et
Proportionalita, na qual ele elabora uma sintese do conhecimento matematico acumulado na
Europa. Na Algebra, ele introduziu mais algumas terminologias (simbolos): cosa (coisa,

abreviado como co), censo (quadrado, abreviado como ce) e cubo (abreviado como cu).

Em sua obra, Pacioli afirmou nao ter sido possivel encontrar formulas por radicais para a
resolugdo de equagdes de terceiro e quarto graus, em fun¢do de seus coeficientes. A partir dai,
encontrar uma solu¢do geral para tais casos de equacdes algébricas tornou-se um desafio
intelectual e uma obsessdo para matematicos, algo que veio a ocorrer apenas no século
seguinte. O primeiro a resolver equacdes cubicas foi o italiano Scipione Del Ferro (1465—

1526), natural de Bolonha (Milies, 1994).

Estima-se que em 1515, Scipione Del Ferro encontrou uma solucao para a equagao cubica da
forma x° + cx = d, mas manteve a descoberta em segredo por algum tempo, revelando-a, antes
de sua morte, a dois discipulos: Annibade dela Nave (que veio a se tornar seu genro, a
posteriori) e Antonio Maria Fior (conhecido como Floridus, em latim). De fato, era de praxe
entre 0s matematicos italianos ocultar os métodos utilizados na resolu¢ao de problemas,
revelando apenas os resultados, a fim de obter vantagens em disputas académicas, nas quais
um matematico propunha problemas a outro, gerando competi¢des entre eles. (Peruzzo,

2013).

De acordo com Garbi (2007), em 1535, ocorreu uma dessas disputas entre Fior e Niccold
Fontana, conhecido como Tartaglia — gago, em italiano — (1500—-1557), em que o perdedor

deveria pagar trinta banquetes ao vencedor, em recompensa aos trinta problemas que foram
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propostos a cada adversario. Neste mesmo ano, inclusive, esse tltimo anunciou ter descoberto
~ r . ~ r1e 3 2 ~

uma solucdo algébrica para a equagdo cubica x” + px~ + g = 0 e, ndo obstante, faltando poucos

dias para a disputa, conseguiu elucidar também a soluco da equacdo na forma x° + px + ¢ =

0.

Com efeito, como Tartaglia sabia resolver dois tipos de ctbicas, enquanto Fior sabia resolver
apenas um, Tartaglia foi declarado vencedor, embora — curiosamente — tenha renunciado ao
prémio. Ele aprofundou seus estudos e investigacdes acerca das equagdes cubicas, mas
preservou seus métodos em absoluto segredo. A fama de Tartaglia e a noticia de sua vitoria
espalharam-se, chegando até Girolano Cardano (1501-1576), um professor de medicina e
matematica que atuava em Paris, Mildo e Bolonha e que estava obcecado pelas equagdes

algébricas.

Logo que soube do feito notdvel de Tartaglia, Cardano tentou convencé-lo a revelar seu
método e, apds muita insisténcia e o juramento de preserva-lo em absoluto segredo, obteve a
sua resolucao (Peruzzo, 2013). Enquanto escrevia sua obra Artis magnae sive de regulis
algebraicis (intitulado simplesmente como Ars Magna, com abordagem sobre a Algebra),
Cardano descobriu que Scipione Del Ferro ja havia desenvolvido uma solu¢do com os
mesmos resultados que Tartaglia, de modo independente e 30 anos antes. Inicialmente, de
fato, ndo era sua intengdo mencionar o método resolutivo das equacdes de terceiro grau;
contudo, ao saber do feito de Del Ferro, sentiu-se livre do compromisso de sigilo e quebrou o
juramento feito a Tartaglia publicando, em 1545, o método resolutivo das equagdes cubicas,

mas creditando-lhe, ao menos, a sua descoberta a Tartaglia (Garbi, 2007).

Segundo Peruzzo (2013), a obra Ars Magna (A Grande Arte) demarcou o inicio da algebra
moderna. Ocorreu que, em razao do descumprimento da promessa de Cardano, Tartaglia ficou
furioso contra ele, dando inicio a uma troca de acusagdes. Para defender seu mestre, entrou
em cena Ludovico Ferrari, aluno de Cardano, que teria realizado um debate ptblico em 1548
com Tartaglia, em que cada um teria proposto 31 problemas para o adversario resolver em até
15 dias. Conforme Peruzzo (2013), ocorre a hipodtese de Ferrari ter sido vitorioso sobre

Tartaglia. Contudo, Garbi (2007) aponta que o debate nunca chegou a acontecer.

A férmula para a resolugdo das equacdes clbicas da forma x° + px + ¢ = 0 foi entdo

desenvolvida e tornou-se um marco na historia da matematica, a saber:
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ou, equivalentemente

Em virtude dos avangos obtidos na resolu¢dao das equagdes ctibicas, os matematicos italianos
passaram a almejar a descoberta de métodos resolutivos para equacdes quarticas. Conforme
Peruzzo (2013), o matematico italiano Zuanne de Tonini da Coi, em 1540, propds um

problema a Cardano, representado pela seguinte equagao polinomial de 4° grau:

xt+6x2 — 60x + 36 =0.

Contudo, Cardano ndo obteve éxito na resolu¢do. Foi entdo que Ludovico Ferrari (1522—
1560, aproximadamente), discipulo de Cardano, debrugou-se sobre o problema e desenvolveu
um método geral para resolver equacdes de quarto grau, que veio a ser publicado no livro Ars
Magna, de Cardano. Ferrari, oriundo de familia humilde e que se destacou muito em seus
estudos matematicos sob a orientacdo de Cardano, procurou reagrupar os termos da equagao
quartica, a fim de que houvesse polindmios quadrados perfeitos em ambos os membros da
igualdade, com o intuito de, finalmente, extrair suas raizes quadradas; transformando o
problema inicial em uma equacdo de segundo grau, que poderia ser facilmente resolvida

(Eves, 2011).

2.2 Equacgoes do Primeiro Grau ou Lineares

2.2.1 O surgimento do Método da Falsa Posicao

Na histéria do desenvolvimento das técnicas de resolugdo de problemas, muitos séculos atrés,

encontram-se os primeiros registros € documentos que referenciam o Método da Falsa

Posi¢ao, também intitulado como Método do Falso Pressuposto ou ainda como Regra da Falsa
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Suposi¢do, o qual representa uma forma muito antiga de resolver problemas e que, nos
moldes atuais, podem ser interpretados como um procedimento relacionado a resolucdo de
equagoes e sistemas de equagdes lineares e que se apoia em uma sequéncia de tentativas e

erros (Roque e Carvalho, 2012).

Durante muito tempo atribuiu-se a criagdo do Método da Falsa Posi¢ao a Leonardo Ficonacci,
também chamado de Leonardo de Pisa (1170-1250), no século XIII, o que expressa certo
eurocentrismo na Historia da Matematica, dado que os estudos da Historia Antiga,
promulgados ainda no século XIX, comprovaram o equivoco de tal perspectiva, fazendo
remontar a fontes ndo europeias e muito mais remotas as origens de um tal método

(Groenwald; Sauer; Frank, 2005).

De fato, ¢ muito dificil determinar com exatiddo a data do surgimento do Método da Falsa
Posicdo. Em geral, as datas de notaveis documentos da Historia Antiga da Matematica, bem
como a identificacdo de seus respectivos autores sdo, por vezes, de atribuigdes bastante
imprecisas. Indubitavelmente, porém, tanto na China quanto no Egito, o referido método era
j& conhecido ha muito tempo, ainda que com outras denominagdes e distintas compreensoes

em relacdo a sua generalidade e aplicabilidade (Boyer, 1996).

Independentemente de tais especificidades, o surgimento do Método da Falsa Posi¢do decorre
da necessidade de resolver problemas de ordem pratica ligados aos mais diversos segmentos,
como a atividade comercial, a agrimensura, a cobranca de impostos, 0 armazenamento de

animais, apenas para citar alguns.

O papiro Rhind, compilado pelo escriba Ahmes por volta de 1.650 a.C. é um dos mais antigos
documentos que fazem mengao ao Método da Falsa Posi¢dao. Ainda assim, ndo consiste em
um registro original em seu conteudo. Trata-se de um relato de conhecimentos oriundos de
séculos muito anteriores e que, portanto, ndo derivam da autoria exata de Ahmes; ficando,
deste modo, dificil precisar a época de seus surgimentos, bem como seus auténticos autores

(Eves, 2011).
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2.2.2 O Método da Falsa Posicao: aspectos técnicos

A fim de elucidar o funcionamento do Método da Falsa Posi¢do, considere a equacao ax = b.
Até recentemente, uma forma de resolvé-la utilizando apenas aritmética, antes dos
procedimentos de cunho algébrico tornarem-se universais para solucionar problemas desta
natureza, era a seguinte: tome um valor arbitrério xy e, a partir dele, calcule o valor de axy, o
qual chamaremos de by. Importa atentar-se que o objetivo da escolha de x, ¢ justamente
facilitar as contas. Logo, se a €, por exemplo, uma fragdo com denominador 67, é conveniente

escolher xp = 67. Isso eliminard os denominadores, tornando os calculos mais simples (Abbeg,
2015).
Considere agora a igualdade:

axp = b().

Convém questionar: a fim de obter b do lado direito da equagdo, por quanto se deve

multiplicar os dois membros da igualdade acima?

E facil notar que a resposta é b/by. Fazendo isso, entdo, obter-se-:

b b
axO'b_(): bo'b_o,
ou seja,
( b) by~ = b
a X0 bO = Dy bo_
Logo:

¢ a solucdo procurada da equagdo ax = b.
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O processo descrito supra ¢ conhecido como o Método do Falso Pressuposto, Regra da Falsa
Suposicao ou Método da Falsa Posi¢do; tendo sido amplamente empregado no decorrer da

Historia até recentemente, em varias civilizagdes (Becker, 2014).

Considere-se, agora, o problema 24 do Papiro de Rhind, conforme Bertato (2018, p. 19):
“Uma quantidade cuja sétima parte lhe ¢ adicionada resulta em 19”. Resolvamos
primeiramente o problema pelo método convencionalmente utilizado hoje. Seu enunciado se

traduz na seguinte equacao:

4 1 19 8 19 19-7 133

—_ = —_ = = — = —.

X 7x < 7x S x 3 S x 3

Entretanto, outra forma de obter a solugdo seria utilizar o Método da Falsa Posigao,

procedendo da seguinte maneira:

Na hipotese de que a quantidade solicitada fosse igual a 7, obteriamos que ela mais 1/7 de si
mesma resultaria em 8. Porém, como a resposta final deve ser 19, multipliquemos os dois

membros da igualdade a seguir por 19/8, obtendo a resposta almejada, assim:

Assim, concluimos que 7 - 19/8 = 133/8 ¢ a solugdo procurada. Apresentar-se-d0 a seguir
procedimentos que conduzirdo ao mesmo resultado, utilizando notagao algébrica a fim de
tornar ainda mais transparentes e didaticos os passos do processo de falsa posi¢ao. Tomando

Xo = 7, obtém-se:

“xo=8.
XO+ 7X0

Multiplicando ambos os lados dessa igualdade por 19/8, obter-se-a:



39

19 191 19

?x0+?7x0—§-8:
19 1
?(XO + 7xO) = 19
Como x, = 7, ¢ facil perceber que
19 19 - 133
g~ 8 'T 3

¢, verdadeiramente, a solugdo do problema inicialmente proposto.

2.2.3 Equacao do Primeiro Grau: demonstracao do algoritmo resolutivo

Definicio 1. As equagdes do primeiro grau, ou lineares, sdo da forma

ax+b=0

onde a e b sdo os coeficientes, x € a incognita e a # 0.

Sendo a equagdo de primeiro grau, ela possui apenas uma solu¢do, chamada raiz da equacao.

A deducdo de sua formula baseia-se nas nogdes comuns de Euclides, ja enunciadas na sec¢ao

2.1.

Considerando a equagao linear,

ax+b=0.

Pelo axioma A3, ¢ permitido subtrair b de ambos os lados da igualdade, e a mesma se

preservara. Com isso,

ax+b—-b=0—-bouax=->.

Pelo axioma A6, posto que a ¢ ndo-nulo, dividindo ambos os membros por a, a igualdade
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permanece preservada. Logo

Sendo este 0 método geral para a resolucao de equagdes polinomiais de primeiro grau.

2.3 Equacoées Polinomiais do Segundo Grau ou Quadraticas

2.3.1 A trajetoria do célebre matematico Bhaskara

Bhaskara Akaria ¢ um dos matematicos mais populares e conhecidos de todos os tempos. Seu
nascimento ocorreu em 1114, na cidade de Vijayapura, na India, situado em época em que os
ensinamentos eram culturalmente transmitidos de pai para filho, e eram muitas as familias
com excelentes matematicos. Seu pai era astronomo e, naturalmente, ensinou-lhe Astronomia
e Matematica. Como resultado de tanto empenho, Bhaskara tornou-se um dos mais relevantes
e célebres matematicos do século XII, gragas ao qual houve avancgos historicos na
compreensdo dos sistemas numéricos, na algebra e no estudo de equagdes; que os

matematicos europeus ainda levariam provavelmente séculos para atingir (Boyer, 1996).

Em toda a sua vasta obra, algumas de suas mais conhecidas colegdes sdo: Bijaganita, que se
debruga sobre a dlgebra e apresenta diversos problemas traduzidos por equacdes quadraticas e
lineares, cujas solucdes sao construidas e desenvolvidas através de radicais, ternos
pitagoricos, prosa, progressoes geométricas e aritméticas, € muito mais; Lilavati, cujo cerne €
a aritmética e Siddhantasiromani, obra em particular subdividida em duas partes: uma

abordando a matematica astronOmica e outra acerca da esfera (Eves, 2011).

Constata-se que € uma marca recorrente em sua obra o estudo das equacdes quadraticas e seus
desdobramentos. Em consonancia com Becker (2014), como fruto de seus aprofundados
estudos, em um dado momento, ele formulou uma identidade matematica intitulada “radical

duplo”, envolvendo raizes quadradas e cuja formula apresenta-se a seguir:

a+VaZ=b  |a—VaZ=b
a+Vb= > t > .
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Bhaskara tinha a convic¢do de que a equagdo de segundo grau tem duas raizes. Porém, nao
procede que ele tivesse encontrado a conhecida féormula resolutiva das equagdes de 2° grau.
Conforme o proprio relatou ainda no século XII, a iconica formula ja havia sido descoberta
cerca de um século antes por Sridhara, matematico hindu, e publicada em uma obra cujos

registros perderam-se com o decorrer dos séculos (Moreno Junior, 2013).

Ora, a formula geral de uma equagio polinomial de grau dois ax® + bx + ¢ =0 com a # 0, vem

a Ser.

—b +Vb? — 4ac
X = .
2a

Importa salientar que até o final do século XVI ndo era praxe utilizar uma formula resolutiva,
a partir dos coeficientes de uma equagdo do segundo grau, para a obtencdo de suas raizes.
Somente a partir de Frangois Viéte (1540-1603) comegou a ser desenvolvida a representagdo
por letras para indicar os coeficientes de uma equacdo, embora problemas matematicos que
redundam numa equacdo quadratica ja aparecessem desde quase quatro mil anos antes nas

tabulas cuneiformes, em textos escritos pelos babilonios (Moreno Junior, 2013).
Com a auséncia das representacdes algébricas e dos simbolos matematicos, o que se tinha
nesses textos era uma espécie de receita ou roteiro escrito em prosa, que ensinava os passos
em sequéncia para determinar as solucdes das equagdes através de exemplos concretos,
normalmente associados a relagcdes geométricas (Roque e Carvalho, 2012).
2.3.2 Equagdes do Segundo Grau incompletas
Definic¢ao 2. Uma equagao polinomial do segundo grau, ou quadratica, possui a forma
2 —
ax“+bx+c=0,

onde a, b ¢ ¢ sdo coeficientes e a # 0 (pois se a = 0, teriamos uma equagao do primeiro grau).

Nao obstante, quando b # 0 e ¢ # 0, dizemos que a equagdo € completa. Quando b = 0 e/ou ¢

=0, dizemos que a equacao ¢ incompleta.
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2.3.2.1 Equagées da forma ax’ + ¢ =0
Neste caso, resolvemos diretamente pelas propriedades algébricas, em conformidade com os
“principios de equivaléncia” fundamentados nos axiomas de Euclides (Abbeg, 2015). Seja a

equacao

ax’ +c=0.

.. , . . . . g 1
O objetivo ¢ isolar x; para tanto, subtraindo ¢ e, em seguida, multiplicando —em ambos o0s

membros da equagao.
1
a’tc—c=0-¢c © ax’=-¢c & axz-(—)Z—c-(—) S xT=—-.

C . ~ , ~ . , .
Ora, se — - for negativo, ndo havera solugdes reais. Caso contrario, obtemos

2.3.2.2 Equacées da forma ax’ + bx = 0

Resolvemos equacdes desta forma por fatoragdo e, invariavelmente, uma das raizes ¢ nula.

Seja a equacio ax” + bx = 0. Colocando a incognita x em evidéncia, obtemos
x - (ax+b)=0.

Notemos que, a fim de que o produto seja nulo, € necessario que, pelo menos, um dos fatores

o seja. Assim, x = 0 ou ax + b = 0. Pelo método apresentado anteriormente, segue que
b
X1 =0 OHXQ:—Z.

2.3.3 A Férmula Resolutiva das Equagdes do Segundo Grau completas

Em todo o mundo é amplamente conhecida a formula resolutiva das equagdes quadraticas,
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mas merece aqui que sejam tecidas algumas consideracdes a seu respeito. Primeiramente, sua
obtencao fundamentou-se na ideia de encontrar uma tatica para reduzir o grau da equagdo do
2° para o 1° grau, valendo-se, para isso, extragdo de raizes quadradas. Em suma, este foi o
engenhoso instrumento utilizado pelos hindus para chegar, com sucesso, aquela que ¢
conhecida como “Férmula de Bhaskara” (Moreno Junior, 2013). Expor-se-4 agora a sua

dedugdo classica.
Seja a equacio do 2° grau ax” + bx + ¢ =0, com a # 0.

Entdo, dividindo todos por termos por a e somando —c/a a ambos os lados, obtemos

, , b c
X+ -x+-=0>=
a a

Posto que o bindmio x* + (b/a)x ndo corresponde a um quadrado perfeito, ndo seria possivel
extrair diretamente a sua raiz quadrada. Era necessario antes somar aos dois lados da
igualdade algum termo capaz de tornar a expressao contida no lado esquerdo da igualdade um
quadrado perfeito. Convém ressaltar que, a essa altura, este raciocinio nao continha nada de
inédito, pois vem a ser exatamente o mesmo ja seguido pelos Babilonios cerca de 3.000 anos

antes (Eves, 2011).

Ora, analisando-se cautelosamente a igualdade em questao, ndo ¢ dificil verificar que o termo
a ser somado & b*/4a’, pois x> + (b/a)x + b*/4d® ¢, de fato, um quadrado perfeito. Assim,

chega-se a

2y N b? ¢, b?
X X +—= —— + —.
a 4q? a 4a?

Como x* + (b/a)x + b*/4d* é um quadrado perfeito de [x + (b/2a)], entdo

<+b)2_ C+b2
*To5%) T Tad T a2
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ou, equivalentemente

<+ b)2 b? — 4ac
x 2a 4q2

A partir de entdo estdo moralmente cumpridas todas as premissas necessarias para a extragao
das raizes quadradas, sendo, contudo, importante atentar-se a uma sutileza a fim de nao por a
perder todo esse engenhoso trabalho, algo de que os babilonios ndo se deram conta: tanto
nimeros positivos quanto negativos, ao serem elevados ao quadrado, resultam sempre em
nimeros positivos. Logo, a extragdo de uma raiz quadrada (bem como de qualquer outro
indice par ndo nulo) fornece sempre duas alternativas, uma com sinal positivo e outra com

sinal negativo (Abbeg, 2015). Eis, entdo, os passos que se seguem desta deducao:

< N b)z_ b2—4ac$
T o) T a2
N b B b2—4ac=>
AT 5T T 22
N b _ . b2—4ac:
T T 24
b Vb?%—4ac
X= et ————,
2a 2a

Portanto, a Férmula Resolutiva das Equagdes de 2° Grau a partir de seus coeficientes a, b ¢ c,

com a # 0 sintetiza-se em

—b ++Vb? — 4ac
x = .
2a

Consistindo na tdo famosa “Formula de Bhaskara” que, ressalte-se novamente, nao foi
deduzida por ele, mas que foi responsavel por imortalizar o seu nome na Historia da

Matematica. Importa ainda destacar que a simbologia aqui empregada ainda ndo existia no
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contexto da vida de Bhaskara, e em contraponto, utilizar no presente trabalho a mesma
simbologia de sua época tornaria incompreensivel a leitura para um leitor moderno (Hefez e

Villela, 2012).

Ressalte-se ainda que nem sempre se possa aplicar a ideia de reduzir o grau de uma equagao
para viabilizar a determinagdo de suas raizes, contudo, hd muitos casos em que essa técnica se
mostra muito util. Historicamente foram os babilonios os primeiros a descobrir este método,

redescoberto e aprimorado séculos mais tarde pelos hindus (Roque e Carvalho, 2012).

Segundo Becker (2014) uma segunda demonstracio da Formula Resolutiva das Equacdes

Quadraticas ¢ a seguinte:
Consideremos a formula geral das equagdes do 2° grau, ax’ + bx + ¢ =0, com a # 0.

Multiplicando toda a equagdo por 4a, somando a ambos da igualdade o termo —4ac, € em

seguida fazendo o mesmo com o termo 5%, obter-se-a
ax>+bx+c=0=
4a** + dabx + dac =0 =
4a’x* + dabx = —4ac =
4a*x* + 4abx + b* = b* — 4ac.
Notando que o primeiro lado da igualdade, 4a’x*> + 4abx + b* consiste num quadrado perfeito
de (2ax + b), recorramos novamente a técnica de extrair a raiz quadrada de ambos os lados da
igualdade, lembrando novamente que a mesma fornecera sempre duas alternativas, uma com

sinal positivo e outra com sinal negativo; donde

(ax + b)* = b* - 4ac =

2ax +b = ++/b?%—4ac >
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2ax = —b ++/b% — 4ac.

Resta, entdo, apenas dividir ambos os lados da igualdade por 24, posto que a # 0,

2ax B —b + Vb2 —4ac
2a 2a :

E, portanto, eis a Formula Resolutiva das Equacdes de 2° Grau

B —b +Vb? — 4ac
- 2a '

X

Concluidas as demonstragdes, note-se que o numero de raizes reais da equagdo do segundo

grau depende exclusivamente do sinal de A = b* — 4ac, conhecido como discriminante. Assim:
e Se A <0, entdo a equacao ndo possui solugdes reais;

e Se A =0, aequagdo possui apenas uma solucao real (ou uma raiz dupla);

e Se A>0, aequacdo possui duas solugdes reais distintas.

Como ja mencionado, na época do matematico Bhaskara, os problemas que incorriam na
necessidade de resolucdo de equagdes (como sdo conhecidas nos moldes atuais) eram
enunciados unicamente através de palavras, geralmente em linguagem poética. A titulo de
conhecimento, segue um exemplo de problema matematico versado popular daquele contexto

histérico, conforme Costa (2016, p. 11):

De um enxame de abelhas, tome a metade, depois a raiz. Este grupo extrai o pdlen
de um campo de jasmins. Oito nonos do todo flutuam pelo céu. Uma abelha solitaria
escuta seu macho zumbir sobre uma flor de 16tus. Atraido pela fragrancia, ele tinha
se deixado aprisionar na noite anterior. Quantas abelhas havia no enxame?

~ 4 . . 2
Recorrendo a expressdes algébricas, denotemos a quantidade de abelhas do enxame por 2x°.
Deste modo, a raiz quadrada da metade desse montante resulta em x. Por sua vez, oito nonos

do todo resultario em (16/9)x*. Finalmente, esses oito nonos do todo, aumentados do casal de
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abelhas e da raiz quadrada da metade, deverdo equivaler a 2x?, ou seja:

16
x + ?x2+2=2x2.
A partir desta igualdade, através dos principios de equivaléncia, Bhaskara obtém a equacao

equivalente 2x* — 9x = 18, que a seu tempo, deve ser resolvida pelo método descrito nesta

secao.

Contudo, por ainda ndo existir o aparato da simbologia que se tem atualmente, ele explica
entdo, exclusivamente por meio de palavras, a sequéncia de procedimentos que podem ser
assim descritos: multiplicando os dois membros da igualdade por 8 e somando 81 a ambos,
obtemos 16x* — 72x + 81 = 225; equagdo quadratica equivalente na qual os dois membros sdo

quadrados perfeitos (Costa, 2016).

Finalmente, efetuando as raizes quadradas de ambos e igualando-as, chega-se a 4x — 9 = 15,
donde se conclui que x = 6. Portanto, o niimero de abelhas presentes no enxame é 2x* =2 - 6>

=72.

2.3.4 O método de Viete

Nesta subsecio, demonstrar-se-4 0 método de Viéte, apresentado por Amaral (1988). Seja ax®

+bx+c=0,a#0, fazendo-se x =u + v, onde u e v sdo incognitas auxiliares e, substituindo-
as na equagao, obtemos
au+vy ' +bu+v)+c=0=

a(? + 2uv + V) + bu+v)+¢=0.

Reescrevendo essa igualdade, concebendo-a enquanto uma equagdo com incognita em v,

segue que

av* + au + by + au® + bu + ¢ = 0.
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Viete transformou a equagdo supra em outra incompleta de segundo grau, usando o artificio

b )
de escolher u = — 2, bara anular o coeficiente de v, obtendo, deste modo

2
av? + a(—i) +b<—£>+c=0
2a 2a

b? - 4ac
4a?

e, através de algumas manipulacdes, Viéte encontrou v =

o Vb2- 4ac
Ora, se b* —4ac> 0,entdov== —a - Portanto

b Vb%2—4ac —b + Vb2 — 4ac
xX=u+v=—5=% =
2a 2a 2a

que, ndo casualmente, coincide com a féormula encontrada anteriormente.
2.3.5 Equacdo do Segundo Grau em termos geométricos: Soma e Produto
Segundo Lima (1988), o problema de determinar dois nimeros conhecendo-se sua soma S ¢
seu produto P ¢ um dos mais antigos da Matematica. Podem-se encontrar, por exemplo, os
lados de um retangulo do qual se conhecem o semiperimetro S e a drea P. Assumindo que os

nameros procurados, a e b, sio raizes da equacio quadratica x> — Sx + P =0.

.. - oA 2
Inicialmente, se @ + b =S e ab = P, entdo o trindmio x~ — Sx + P se anula parax =a e x = b, ou

seja
—aS+P=d"—(a+batab=d*—a*—ab+ab=0,
b*—bS+P=b"—(a+b)b+ab=b*—ab—b>+ab=0.
Analisando de outro modo, se

X —Sx+P=x"—(a+b)x+ab
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(x—a)(x —b)=x"—(a + b)x + ab,
obtém-se, finalmente:
x*—Sx+P=(x—a)x—Db).

- , . . 2 . -
Portanto, a e b sdo, de fato, os unicos valores de x que satisfazem x” — Sx + P = 0, ou seja, sdo

raizes do referido trindmio.
2.4 Equacoes Polinomiais do Terceiro Grau ou Cubicas
Definicio 3. Uma equagdo polinomial do terceiro grau, ou cubica, possui a forma
3 2 _

ax’ +bx"+cex+d=0,
onde a, b, ¢ e d sdo coeficientes e a # 0 (pois se a = 0, teriamos uma equacdo do segundo
grau). Nao obstante, quando b # 0, ¢ # 0 e d # 0, dizemos que a equagdo ¢ completa. Caso
contrario, incompleta.
2.4.1 Demonstragao do algoritmo resolutivo pelo método de Cardano-Tartaglia
Consiste em reduzir a equacdo cubica inicial a um sistema de equacdes do 2° grau e compor
uma equacdo do 2° grau, de modo a recair no algoritmo do caso anterior, utilizando-se de

produtos notaveis e fatoracao, quando conveniente.

Dada a equagdo: ax® + bx” + cx + d = 0. Com a # 0, podemos escrever

aQ
R
Q|
Il
e

3 bx
3+ —+ =+
a a

T b
Fazendo a substitui¢do x =y — 3o Segue que
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b\ b
b\* b(y— =7, c\y—13g) d
3a a a a
Desenvolvendo e agrupando:
3, (3ac — bz)y_l_ 27a*d — 9abc + 2b° 3 st a 20
y 3a2 27a3 YTy Ta=s
d __ 3ac—b? __ 27a%*d—9abc+2b3
ondep ==z ¢4= 27a3

Considerando agora o produto notavel:

w+v)P=ud+3uPv+3ur?+v3 = ud+v3+3uww(u +v)

> wW+v) = 3uwlu+v)—ud-v3=0().

Comparando entdo a equacdo (I) com a equagdo y3 + py + g = 0, podemos denotar

y=u+v,p=-3uveq=—ud— v

Assim, obtemos

ud+vdi= —qeuv= -=.

Donde forma-se o sistema

Bastando, entdo, compor a equagdo de 2° grau, a partir da soma e do produto entre dois
nameros. A solucio de tal equacio serd u° ¢ v’. Em seguida, deve-se extrair a raiz ciibica real

para determinar u e v, respeitando as condigdes do sistema supra. Segue que
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27

72 =Sz+P=0 > z*— (—q)-z+(—p—>=0 = zz+qz—p

Pelo algoritmo anterior, obtém-se

3 3
—q quz —4(1) (—%) —q+ Jo? + 22

Z = =

2(D 2 o=
Donde podemos escrever
q |q9¢ P3
3 _ _1 N
v R
2 3
e 4 _ . P
2 4 27
Extraindo a raiz cubica de cada um,
3 2 3
R U S S
u= Tt
e
3 2 3
N U S S
L R T
Dai, finalmente obtém-se
3 2 3 3 2
S U U U i R S S
e R TR R

3

27

0.

=

N
N
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Que ¢, por sua vez, a féormula de Cardano-Tartaglia para resolver equacdes de 3° grau

incompletas desembaragadas do termo de 2 grau, ou seja, da forma y° + py + ¢ = 0.

Deste modo,
b 3 2 3 3 2 3 b
NSO 2N TR G O R O O
3a 2 4 27 2 4 27 3a
_ K2 29 3
onde p = 3a:a2b eq= 274 d;ZSC”b nos dé a solucdo real da equacao cubica inicial.

A fim de encontrarmos todas as solugdes, podemos utilizar as raizes cubicas da unidade.
D A ) ~ _ D
Sabe-se raiz cubica possui trés valores complexos; contudo, a equacdo uv = —3 deve ser

satisfeita.

Com efeito, podemos determinar as combinag¢des adequadas para formar as trés solugdes

desejadas, a saber,

3 2 3 3 2 3
g q° P q q° P b
w=mgt ettt T T AT T 30
3 2 3 3 2 3
_ q ., |, .0 | P b
X2 = @ T g T te 2 "7 7 30
(]
3 2 p3 3 2 p3 i
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onde w = — >+ =i vema ser uma raiz ctbica primitiva da unidade e sendo

W0 = ww? = wd=1.

Donde obtemos

satisfazendo, portanto, a equagdo uv = — g do referido sistema.

2.5 Embasamento juridico do direito das pessoas com Altas Habilidades/Superdotacio a

Educacio Inclusiva
2.5.1 Pessoas com Altas Habilidades/Superdotacao

Consideram-se muitas as dificuldades enfrentadas na educacdo de estudantes identificados
como pessoas com altas habilidades (PAH), a comecar por sua identificagdo. As
caracteristicas que as distinguem sobrepujam o alto desempenho em raciocinio logico e a
capacidade intelectual acima da média. Em consonancia com o Conselho Brasileiro para
Superdotacdo — entidade ndo governamental que atua na orientacdo de familiares, propedeutas
e estudantes com altas habilidades — ¢ necessario considerar também competéncias

psicomotoras, artisticas, além de aspectos ligados a criatividade e lideranca (Alencar, 2004).

Especialistas apontam que os primeiros indicios de superdota¢do costumam surgir a partir dos
seis anos de idade. Para reconhecé-los, além do teste de quociente de inteligéncia (Q.L.), €
fundamental a observagdo tanto dos familiares quanto dos educadores. De acordo com
Aurélio Buarque de Holanda, uma pessoa superdotada ¢ um individuo de inteligéncia invulgar
(Ferreira, 1999); enquanto que para Houaiss e Villar (2001), ¢ ser dotado de inteligéncia
superior a média. Em aspectos gerais, pessoas com altas habilidades/superdotacao
caracterizam-se por um nivel elevado de habilidades, talentos e aptiddes, demonstrado pelo

alto desempenho em diversas areas de atuagao.
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E necessario romper com a ideia de que pessoas com superdotagio sio privilegiadas. Ainda é
comum associar de forma equivocada esse conceito apenas a inteligéncia excepcional, o que
contribui para a perpetuacao de estigmas e desinformacdes. Essa percepcao distorcida esta
fortemente enraizada na mentalidade coletiva e representa um obstaculo a implementacao de
praticas educacionais eficazes para atender de maneira adequada as necessidades especificas

desse grupo mais restrito da populagdo escolar (Fleith, 2007).

Estudantes que possuem superdotagdo costumam apresentar algumas caracteristicas
cognitivas peculiares, tais como: obtencdo de boas notas, curiosidade constante, amplo
vocabulario, aprendizado acelerado, memoria agucada, persisténcia, excelente raciocinio
verbal ou numérico, gosto pelo conhecimento, leitura por prazer, interesse em agradar os
professores e preferéncia por livros técnicos e profissionais. Além disso, normalmente
demonstram habilidades l6gico-matematicas e verbais muito além do comum, evidenciadas na
facilidade com que realizam tarefas mentais, resolvem problemas e lidam com contetdos

académicos formais (Novaes, 1979).

Importa salientar que o comportamento de uma pessoa superdotada resulta da combinagdo de
trés conjuntos fundamentais de tragos humanos: habilidades gerais ou especificas acima da
média, alto grau de envolvimento com tarefas e niveis elevados de criatividade. Contudo,
cumpre ressaltar que manifestagdes isoladas de criatividade ou inteligéncia fora do comum
ndo sdo suficientes para caracterizar alguém como superdotado. E essencial que haja uma
regularidade e constancia nos tragos, expressos em producoes concretas da pessoa em questao

(Alencar, 2004).

Deve-se também compreender que nem todos os estudantes com superdotacdo apresentam as
mesmas caracteristicas ou talentos, ja que cada individuo possui um potencial especifico e
uma trajetoria singular de desenvolvimento. Ainda hoje, a sociedade trata a superdotagao
como algo extraordindrio. A midia frequentemente apresenta uma imagem estereotipada a
respeito, focando principalmente na figura do aluno academicamente precoce ou capaz de
feitos excepcionais. O proprio termo “superdotado™ gera confusdo, possivelmente por evocar
a ideia de “super-herdis” com habilidades sobre-humanas, como nos quadrinhos de fic¢ao

(Virgolim, 2007).

Hé4 também o equivocado mito de que individuos com superdotagdo apresentam bom



55

desempenho escolar, invariavelmente. Contudo, curriculos padronizados e métodos
pedagogicos que desconsideram as particularidades individuais, os diferentes estilos de
aprendizagem e as habilidades especificas podem impactar negativamente o rendimento de
estudantes com elevado potencial. A maior parte dos superdotados demonstra um
desenvolvimento cognitivo ndo uniforme, o que se reflete em descompassos entre os aspectos

intelectuais, motores e emocionais (Fleith, 2007).

Dessa maneira, ¢ imprescindivel que os educadores recebam formagao adequada e estejam
capacitados para identificar os pontos fortes e os interesses desses alunos, bem como
compreender suas necessidades cognitivas, sociais € emocionais especificas. Assim, poderao
oferecer condicdes para que esses estudantes construam seu proprio conhecimento,

respeitando seu ritmo particular (Alencar, 2004).

Importa ressaltar que individuos superdotados ou com altas habilidades formam um grupo
bastante heterogéneo, com perfis variados e talentos multiplos, diferenciando-se uns dos
outros por seus interesses pessoais, niveis de motivagao, tracos de personalidade e, sobretudo,
por suas demandas educacionais. Também ¢ necessario compreender que pessoas
superdotadas ndo correspondem a individuos “geniais”, posto que estes, geralmente,
demonstram desempenho extraordinario em uma ou mais atividades humanas notaveis,
gerando contribuigdes significativas, enquanto aquelas manifestam competéncias e

habilidades marcadamente superiores a média das pessoas em geral (Virgolim, 2007).

Quanto aos testes tradicionais de inteligéncia, ¢ importante observar que, mesmo
apresentando habilidades intelectuais mais desenvolvidas do que a maioria das pessoas, esses
individuos podem apresentar neles resultados incompativeis com tais proeminéncias. Isso
pode ocorrer em virtude da natureza especifica dos itens avaliados, que nao contemplam toda
a complexidade ou abrangéncia da inteligéncia humana. Neste sentido, note-se ainda que tais
instrumentos aferem apenas uma fracdo muito limitada do que se entende por inteligéncia
humana. Com efeito, ha muitos anos psicélogos e educadores vém buscando métodos mais
precisos para avaliar a inteligéncia, mesmo porque ela nao pode ser captada integralmente por
um unico tipo de teste, e ndo obstante, em razao de nao existir um consenso absoluto sobre o

que constitui exatamente a inteligéncia (Delou, 2007).
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2.5.2 Os direitos constitucionais do estudante superdotado

A Constituigao Federal (LGL\1988\3) assegura a todas as pessoas a igualdade perante a lei e
estabelece, como principio fundamental, o direito de acesso a educacdo, visando ao pleno
desenvolvimento de todas as habilidades e potencialidades humanas. E para além da propria
Carta Magna, hd duas leis demasiado importantes no que se refere a regulamentacdo do
Direito a Educagado: o Estatuto da Crianca e do Adolescente (LGL\1990\37) — ECA, instituido
em 1990, e a Lei de Diretrizes ¢ Bases da Educagdao Nacional — LDB, promulgada em 1996
(Aratjo e Segalla, 2003). O Direito a Educagdo ¢ considerado um Direito Social,

fundamentado no principio da igualdade entre os individuos. Nesse sentido, Canotilho (1994,

p. 476-477) atesta:

Os direitos sociais sdo compreendidos como auténticos direitos subjetivos inerentes
ao espaco existencial do cidaddo, independentemente da sua justicialidade e
exequibilidade imediatas. Assim, o direito a seguranga nacional, o direito a saude, o
direito a habitagdo, o direito ao ambiente e qualidade de vida, o direito a educagdo e
cultura, o direito ao ensino, o direito a formagao e criacdo cultural, o direito a cultura
fisica e desporto, sdo direitos com a mesma dignidade subjetiva dos direitos,
liberdades e garantias. Nem o Estado nem terceiros podem agredir posi¢des juridicas
reentrantes no ambito de protecdo destes direitos.

Deste modo, a Constituicdo Federal (LGL\1988\3) atribui a familia e ao Estado a
responsabilidade de promover a educagdo, como afirma a seguinte integra de seu dispositivo:
“Art. 205. A educagdo, direito de todos e dever do Estado e da familia, serd promovida e
incentivada com a colaboragdo da sociedade, visando ao pleno desenvolvimento da pessoa,

seu preparo para o exercicio da cidadania e sua qualificagdo para o trabalho” (Brasil, 1988).

Considerando a importancia da individualidade de cada ser humano atribuida pelo constituinte
brasileiro, convém ainda observar o seu artigo 208, que por sua vez, confirma o disposto no
artigo 205 ao afirmar que: “O dever do Estado com a educacdo serd efetivado mediante a
garantia de: [...] V — acesso aos niveis mais elevados do ensino, da pesquisa e da criagdo

artistica, segundo a capacidade de cada um” (Brasil, 1988).

Importa também salientar os direitos educacionais garantidos as criancas e aos adolescentes,
conforme institui o Estatuto da Crianca e do Adolescente (LGL\1990\37) — ECA, no seguinte

fragmento, conforme Brasil (1990):
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Art. 53. A crianga e o adolescente tém direito a educagdo, visando ao pleno
desenvolvimento de sua pessoa, preparo para o exercicio da cidadania e qualificacdo
para o trabalho, assegurando-se lhes:

I —igualdade de condigdes para o acesso e permanéncia na escola;

II — direito de ser respeitado por seus educadores;

IIT — direito de contestar critérios avaliativos, podendo recorrer as instancias
escolares superiores;

IV —direito de organizacdo e participagdo em entidades estudantis;

V —acesso a escola publica e gratuita proxima de sua residéncia.

Paragrafo tUnico. E direito dos pais ou responsaveis ter ciéncia do processo
pedagdgico, bem como participar da definicdo das propostas educacionais.

Art. 54. E dever do Estado assegurar a crianga e ao adolescente:

V — acesso aos niveis mais elevados do ensino, da pesquisa e da criagdo artistica,
segundo a capacidade de cada um.

Nota-se que, a semelhanga do disposto na LDB, o Estatuto corrobora os principios
constitucionais quanto a atencdo que a escola deve dedicar as capacidades individuais de cada
estudante. E essencial ressaltar, neste sentido, o texto do inciso I do artigo 53, que prevé a
igualdade de condi¢des ndo apenas para o acesso, mas também para a permanéncia dos alunos
com altas habilidades no ambiente escolar. Assim, a obrigacdo do Estado ndo se restringe a
possibilitar a entrada desses estudantes nas salas de aula, ¢ necessario ir muito além disso.
Compete ao poder publico desenvolver politicas que promovam a continuidade dos estudos e

mantenham tais alunos motivados a permanecerem no sistema educacional (Delou, 2007).

Portanto, cabe ao Estado garantir a todos, especialmente aqueles com necessidades
educacionais especificas — ou seja, estudantes com superdotacao — tanto a inclusdo quanto a
permanéncia na escola, de modo a promover seu pleno desenvolvimento em todas as suas
dimensdes. Neste ambito, a educa¢do possui um sentido amplo e pode ser compreendida
como um continuo processo de informacao e de formacao psiquica e fisica do ser humano
para uma existéncia e coexisténcia, no sentido de que o individual e, a0 mesmo tempo, ¢
social (Garcia, 1988). Por sua vez, a Lei de Diretrizes e Bases para a Educag¢do Nacional, Lei
n°® 9.394, de 20 de dezembro de 1996, avanca ainda mais em relagdo as normas anteriores
acerca da Educagdo Especial, conceituando-a em seu capitulo V, de acordo com Brasil

(1996):

Art. 58. Entende-se por educagdo especial, para os efeitos desta Lei, a modalidade de
educacdo escolar, oferecida preferencialmente na rede regular de ensino, para
educandos portadores de necessidades especiais [grifamos].

§ 1.° Havera, quando necessario, servigos de apoio especializado, na escola regular,
para atender as peculiaridades da clientela de educagao especial.

§ 2.° O atendimento educacional sera feito em classes, escolas ou servigos
especializados, sempre que, em fungdo das condic¢des especificas dos alunos, nao for
possivel a sua integracdo nas classes comuns de ensino regular.
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Ainda na perspectiva da LDB vigente, a educagdo especial consiste em um conjunto de
recursos pedagogicos e estratégias de suporte que devem estar disponiveis a todos os
estudantes. Por outro lado, em conformidade com o artigo 5° da Resolu¢ao CNE/CEB 2, de
11 de setembro de 2001 (Camara da Educacdo Bésica do Conselho Nacional de Educacao) —
também conhecida como Diretrizes Nacionais para a Educagdo Especial na Educacdo Basica
— importa elucidar que, embora o termo “portador de necessidade especial” geralmente seja
utilizado para denotar individuos com alguma deficiéncia motora ou fisica, alunos com altas
habilidades também podem ser incluidos nessa categoria, posto que sua inclusdo escolar
requer atendimento diferenciado e a elaboragdo de curriculos adequados, como prevé o

disposto a seguir segundo Brasil (2001):

Art. 5.° Consideram-se educandos com necessidades educacionais especiais os que,
durante o processo educacional, apresentarem:

I — dificuldades acentuadas de aprendizagem ou limitagdes no processo de
desenvolvimento que dificultem o acompanhamento das atividades curriculares,
compreendidas em dois grupos:

a) aquelas nao vinculadas a uma causa organica especifica;

b) aquelas relacionadas a condigdes, disfungdes, limitagdes ou deficiéncias;

IT — dificuldades de comunicacdo e sinalizagdo diferenciadas dos demais alunos,
demandando a utilizagdo de linguagens e codigos aplicaveis;

IIT — altas habilidades/superdotagdo, grande facilidade de aprendizagem que os leve
a dominar rapidamente conceitos, procedimentos e atitudes.

Enfatize-se também que o § 1° do artigo 58 da LDB assegura as pessoas com necessidades
especiais, inclusive as pessoas com superdotacdo/altas habilidades, “servi¢o de apoio
educacional especializado” desde a Educagdo Basica, em todas suas modalidades e etapas.
Com efeito, no que se refere a adaptacdo curricular das instituicdes escolares para atender as
necessidades especificas dos estudantes que integram este grupo, e garantir seu pleno usufruto

ao direito a educagdo, observa-se a preocupagao do legislador da LDB, que estabeleceu:

Art. 59. Os sistemas de ensino assegurardo aos educandos com necessidades
especiais:

I — curriculos, métodos, técnicas, recursos educativos e organizagdo especificos, para
atender as suas necessidades;

IT — terminalidade especifica para aqueles que ndo puderem atingir o nivel exigido
para a conclus@do do ensino fundamental, em virtude de suas deficiéncias, e
aceleracdo para concluir em menor tempo o programa escolar para os superdotados.
IIT — professores com especializagdo adequada em nivel médio ou superior, para
atendimento especializado, bem como professores no ensino regular capacitados
para a integragdo desses educandos nas classes comuns (Brasil, 1996).

Nao obstante, outro fundamento ¢ prescrito pelas ja mencionadas Diretrizes Nacionais para a

Educagao Especial na Educagdo Bésica, instituidas pela Resolucdo CNE/CEB 2/2001, que
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define em seu artigo 3°, a Educag@o Especial como “modalidade de educacdo escolar” e além

disso, de acordo com Brasil (2001):

Art. 3.° (...) assegure recursos e servigos educacionais especiais, organizados
institucionalmente para apoiar, complementar, suplementar e, em alguns casos,
substituir os servigos educacionais comuns, de modo a garantir a educacdo escolar e
promover o desenvolvimento das potencialidades dos educandos (...).

Finalmente, a Lei de Diretrizes ¢ Bases da Educagdo Nacional de 1996 representou um
avango importante para a educagdo, especialmente no que se refere ao reconhecimento das
necessidades educacionais especificas dos estudantes e a possibilidade de aceleracdo dos
estudos, permitindo a conclusdo dos cursos da Educagdo Bésica e Superior em menor tempo.
Contudo, embora a LDB preveja a inclusdo de disciplinas especificas sobre altas habilidades
nos cursos de formagdo de professores, esses conteudos, via de regra, nao chegam a ser
efetivamente ministrados, em razao de as institui¢des de ensino direcionarem a prioridade de

seu atendimento a estudantes com dificuldades de aprendizagem (Fleith, 2007).

2.6 Sequéncia Didatica para o ensino das Equac¢oes Algébricas de 1°, 2° e 3° Graus

Com o proposito de corroborar e consolidar o conteido desenvolvido e apresentado neste
trabalho, com vistas a aprimorar a eficacia do processo de ensino-aprendizagem das Equagdes
Lineares, Quadraticas e Ctbicas no Ensino Fundamental, apresentar-se-do quatro propostas de

Sequéncias Didaticas para a ministracdo destes contetidos no ambito educacional.

Neste sentido, Gil (2007) preceitua Sequéncia Diddtica como um encadeamento de
procedimentos, etapas ou passos conexos entre si para tornar mais eficiente e exitoso o
processo de aprendizado. Em decorréncia de sua definicdo, as sequéncias didaticas sao
planejadas e desenvolvidas para a concretizagdo de determinados objetivos educacionais, com
inicio e fim convenientemente delimitados e conhecidos pelos professores, bem como pelos

alunos.

Dessa forma, a concepcao e desenvolvimento das sequéncias didaticas ocorrem com vistas a
atingir objetivos educacionais adequados e previamente estipulados, de mutuo conhecimento
entre docentes e discentes. Com o intuito de compreender a importancia do ponto de vista

pedagdgico e as motivagdes que justificam uma sequéncia didatica, ¢ imprescindivel delimitar
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e distinguir suas fases, as atividades que a compdem, bem como as relagdes estabelecidas com
0 objeto de conhecimento; de modo a suprir as necessidades essenciais dos alunos (Chaves,

2018).

Nao existe um modelo rigido, universal e imutavel a ser seguido na elaboracdo de uma
sequéncia didatica. Entretanto, a fim de que uma sequéncia didatica obtenha éxito, em
conformidade com Gil (2007), faz-se necessario observar e seguir quatro procedimentos
fundamentais que devem, invariavelmente, ser respeitados. O primeiro € a apresentacao do
projeto, em que o professor descreve aos alunos a tarefa e os estudos que serdo realizados. Em
seguida, ocorre a producdo inicial, momento no qual os alunos, uma vez inteirados sobre o
projeto, expdem o que pensam ou sabem previamente acerca do assunto através de didlogos
ou producdes textuais. Trata-se também de uma avaliagdo diagnoéstica, através da qual o
docente toma conhecimento das dificuldades dos alunos e obtém meios de estruturar quais e

de que maneira as atividades deverdo ser empregadas na sequéncia didatica.

Ainda segundo Gil (2007), o terceiro passo consiste nos moédulos, que vém a serem as
atividades propriamente ditas, ou seja, as pesquisas e exercicios metodicamente planejados,
com o intuito de desenvolver as habilidades e competéncias do aluno. Importa destacar que os
modulos devem ser direcionados as dificuldades detectadas na produgao inicial dos alunos, e
de modo a supera-las. Assim, devem ser propostas atividades adaptadas as particularidades da
turma. O quarto, por fim, € a producao final, ou seja, a avaliacdo do nivel de aprendizado dos
alunos no decorrer da sequéncia didatica, momento no qual se comparam a producao inicial e

producdo final.

E importante destacar que todo o processo didatico compreende uma série de aulas,
compostas pela abordagem de situacdes-problema ligadas a resolug¢ao de equagdes de 1°, 2° e
3° graus, semelhantemente aquelas que surgiram ao longo da histdria e que se caracterizaram
como propulsoras do desenvolvimento deste ramo da Matematica. Neste sentido, o intuito ¢
articular e estruturar as atividades sugeridas, visando desenvolver nos estudantes as
habilidades de resolver equagdes lineares pelo Método da Falsa Posi¢do (sem recorrer,
portanto, ao algoritmo tradicional), bem como resolver equagdes quadraticas sem restringir-se
a mera substituicdo dos valores dos coeficientes na formula resolutiva, ou utilizando — como
ferramenta auxiliar — o Método de Viéte; e ainda resolver equagdes cubicas incompletas ou

completas (desembaragando-a do termo de segundo grau, neste caso) pela formula de
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Cardano-Tartaglia.

Assim, a partir das prescri¢des presentes neste trabalho, espera-se que professor e estudantes
sejam capazes de empregar metodologias diferenciadas do tradicional, de modo a expandir o
desenvolvimento do raciocinio dos estudantes a respeito das equagdes polinomiais de 1°, 2° e
3° graus, fomentando a compreensdo do que significam e o dominio dos métodos de

resolu¢do — tradicionais e auxiliares.

Destacam-se aqui, dentre a diversidade de contetidos direcionada ao 9° ano do Ensino
Fundamental, as aplicagdes das Equag¢des Quadraticas nas concepgdes geométricas.
Normalmente, ao abordar este conteudo, a maioria dos professores limita-se a expor a
nomeada por muitos como “Formula de Bhaskara” (inclusive em diversos livros didaticos)
para os estudantes. Outrossim, comumente, ao ensinar as Equagdes de 1° Grau, os docentes
limitam-se a abordagem do algoritmo resolutivo, quando muito, explanando a sua
fundamentagdo nos principios de equivaléncia. Por essas razdes, a extensa maioria dos
discentes surpreende-se ao descobrir que as equagdes do 1° e 2° graus possuem uma longa e
fascinante historia envolvendo muitos matematicos importantes e de varias civilizagdes

(Groenwald; Sauer; Frank, 2005).

A Matematica, em geral, ¢ lecionada a partir de uma metodologia tradicional, normalmente
delimitada por um ciclo pedagdgico convencional, dotado de uma inicial apresentagdo do
conteudo, abarcando aqui as defini¢des e conceituagdes adjacentes; da ministragdao de
exemplos para assimilacdo do exposto, seguida da aplicagdo de exercicios e/ou situagdes-
problema, para o estimulo do desenvolvimento da independéncia cognitiva e intelectual dos

mesmos; e completado pela correcdo das atividades e problemas propostos (Chaves, 2018).

Ocorre que, fortuitamente, ensina-se Matematica tomando como ponto de partida a
apresentacdo do desenvolvimento historico dos conceitos ali abordados. E as razdes para este
fato sdo diversas: a escassez de tempo para ministrar toda a extensa ementa de Matematica em
sala de aula, o grau de dificuldade que alguns contetidos matematicos naturalmente oferecem
para que seja realizada essa abordagem, a crenga de que esse trabalho em nada aportaria valor
as aulas em si, ou mesmo o desconhecimento dos docentes em relagdo ao contexto historico

em que surgiram tais descobertas (Eves, 2011).
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Acerca da pertinéncia da abordagem da Historia da Matemadtica na formagdo do discente,

Groenwald, Sauer e Frank (2005, p. 2) discorrem que:

A Historia da Matematica é considerada um tema importante na formacao do aluno.
Ela proporciona ao estudante a nogdo exata dessa ciéncia em constru¢do, com erros
e acertos e sem verdades universais, contrariando a ideia positivista de uma ciéncia
universal e com verdades absolutas. A Historia da Matematica tem este grande
valor, de poder contextualizar o saber, mostrar que seus conceitos sao frutos de uma
época histdrica, dentro de um contexto social e politico.

Em consonancia com tais ideias, entende-se que ¢ através da histéria que se aprende o emergir
dos conceitos, o desenvolvimento das teorias, a variedade dos métodos e algoritmos. Por meio
dela, interligam-se o passado e o futuro, atribuindo consisténcia ao presente. E a histéria que
posiciona todas essas descobertas na conjuntura social, politica e cultural de suas épocas,
respectivamente. E na historia que assistimos ao gradual reconhecimento da importancia e da
funcdo exercida pela demonstragdo, do sentido do rigor matematico e da relevancia do erro

nos retrocessos e avangos (Eves, 2011).

Mediante o exposto nesta se¢do, a partir dos conhecimentos explicitados, entende-se que esta
elencado todo o contetido necessario a fim de proceder-se a ministragdo das Sequéncias
Didaticas propostas neste trabalho académico, abarcando nela os saberes agora explanados,
com a finalidade de apurar a sua potencial eficacia e os resultados do aprendizado dos
referidos topicos em Matemadtica por parte dos discentes inscritos nas turmas de 2024 e 2025
do Projeto “Oficinas e Estudos Dirigidos de Matemadtica junto aos Estudantes com Altas
Habilidades da Escola Alternativa Lago dos Cisnes”, registrado na Pré-Reitoria de Extensdo
sob 0 n° 4555 e do qual participei como voluntdrio interno sob a orientacdo do professor

Wescley Bonomo, meu orientador também neste trabalho académico.

Importa salientar que, no ano de 2024, a turma em questdo era composta por trés estudantes
com eximio desempenho em Matematica, estando um deles cursando o 9° ano; outro, o 8° ano
e o ultimo, o 6° ano do Ensino Fundamental. Em 2025, por sua vez, a entdo “nova” turma ¢
composta por quatro estudantes — dois deles presentes desde a turma anterior — estando um
deles cursando o 9° ano, dois cursando o 7° ano e um cursando o 6° ano. Note-se que, tanto
em 2024 quanto em 2025, em cada edi¢do deste projeto, apenas um aluno estava cursando a
série em que, convencionalmente, ¢ abordado o estudo das Equacdes Polinomiais do 2° Grau

e nenhum deles havia estudado previamente as Equagdes Polinomiais do 3° Grau, contetido
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esse que sO € ministrado, conforme a ementa disciplinar, no Ensino Médio — e quando se

consegue tempo para fazé-lo.

Contudo, em face do potencial cognitivo de todos os discentes em ambas as edigdes do
referido Projeto de Extensdo (2024 e 2025), do alto nivel de seus resultados académicos e,
sobretudo, do evidente anseio por expandir e aprofundar cada vez mais seus saberes
matematicos, o professor Wescley Bonomo e eu proporcionamos aos discentes, integralmente,
a aplicacdo das Sequéncias Didaticas propostas neste trabalho, pelos objetivos ja

mencionados.

Finalmente, ¢ essencial ressaltar que as referidas Sequéncias Didaticas foram concebidas nao
para se restringirem a estudantes com altas habilidades/superdotacdo, mas para serem
aplicadas a quaisquer discentes, sem exce¢do. Neste sentido, o intuito ¢ abranger a todos os
estudantes na aquisi¢do do saber matematico de forma justa e integrada, sem segregéa-los em
virtude de seu nivel intelectual; cabendo ao docente a adequacdo das presentes Sequéncias

Didaticas ao perfil de seus alunos e suas necessidades especificas.
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3 METODOLOGIA

Esta pesquisa possui, quanto aos seus objetivos, um carater exploratorio, uma vez que foi
motivada por, entre outros objetivos, o de proporcionar maior familiaridade com a tematica
proposta. Segundo atesta Cervo (1996), a pesquisa exploratéria caracteriza-se por realizar
descrigoes acerca de determinada situagao com assertividade, sob a finalidade de evidenciar ¢
estabelecer as relagdes ou associagdes existentes entre os elementos que a compdem. Entao,
este tipo de pesquisa implica ou requer um flexivel planejamento que objetive viabilizar a
consideracdo e a andlise dos mais variados aspectos de alguma situacao, problema ou dissidio.
Assim, levantaram-se aqui, um referencial tedrico e um conjunto de anélises de exemplos que

possuem o intuito de facilitar a compreensdo sobre esta tematica.

A fim de operar a coleta de dados necessarios para a constituicdo desta pesquisa, foi realizada
uma pesquisa bibliografica, através de consultas preferencialmente em artigos cientificos
especialmente dedicados a abordagem da resolucdo de equagdes polinomiais; além de
avaliacdes discursivas, em formato de questionario, aplicada aos estudantes inscritos nas
edigdes de 2024 e 2025 do Projeto de Extensdo supracitado, a fim de aferir o seu nivel de
aprendizagem ap6s a ministracdo da Sequéncia Didatica proposta; além de analisar o seu nivel
de eficicia, de modo a aperfeicoa-la posteriormente, se necessario, visando sua melhoria

continua.

Neste sentido, esta pesquisa caracteriza-se como um estudo de caso, considerado por Yin
(2001, p. 28) uma estratégia de pesquisa que possui uma vantagem particular ao passo em que
“faz-se uma questdo tipo ‘como’ ou ‘por que’ sobre um conjunto contemporaneo de

acontecimentos [...]".

Nao obstante, trata-se ainda de uma pesquisa de natureza qualitativa, cujo conceito, segundo
Bogdan e Biklen (2003), abrange cinco caracteristicas fundamentais que configuram este tipo
de estudo: dados descritivos, ambiente natural, preocupagdo com o significado, preocupagao
com o processo, € processo de analise indutivo. Na concepgao dos autores, o ambiente natural

¢ a fonte direta de dados da pesquisa qualitativa, e o pesquisador ¢ seu principal instrumento.

Em conformidade com Cervo (1996), a pesquisa bibliografica consiste na busca por

estabelecer uma explicagdo para algum problema, tomando como ponto de partida, referéncias
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pertinentes aquela tematica publicadas em documentos. Sua realizacdo pode ser incorporada a
outra pesquisa, de cardter descritivo ou experimental, ou pode se dar de maneira
independente. Em ambas, a conjuntura preza sempre por prestar conhecimento,
aprofundamento e andlises acerca das contribuicdes cientificas e/ou culturais do passado
pertinentes a determinado tema, problema ou assunto. Entdo, buscou-se ao longo de todo o
desenvolvimento, atingir sempre a melhor compreensdo acerca do assunto abordado, unida ao

uso de exemplos encontrados no referencial bibliografico.

A metodologia de abordagem do presente trabalho coaduna com o método dedutivo, pois
apresentou uma linha de raciocinio de conexdo descendente, em que os fatos gerais
proporcionam consequéncias particulares, permitindo assim, a constru¢do de conclusdes por
parte do leitor. As fontes desta pesquisa classificam-se como fontes secundarias de

informacao.

Neste sentido, Andrade (2003) define fontes primarias de informagdo como aquelas
constituidas por produgdes textuais ou obras inéditas, originais, ainda ndo trabalhadas, sobre
determinada tematica. Fontes secundarias de informagdo, por sua vez, consistem naquelas
provenientes de determinada(s) fonte(s) primdria(s), isto ¢, constituem-se pela literatura que
se originou de fontes originais ou inéditas de determinado assunto ou tematica, tornando-se

assim, fontes para posteriores pesquisas bibliograficas.

Os dados informativos apurados e colhidos para a constru¢ao desta pesquisa foram obtidos
por intermédio da leitura e estudo criterioso das fontes de pesquisa supracitadas.
Sequencialmente, realizou-se a analise de tais dados através da comparacdo dos conteudos
nelas contidos. Dessa forma, a referida pesquisa concretizou-se, sobretudo, gracas a
constatacdo da compatibilidade e convergéncia existente entre os conteidos de suas fontes
pesquisadas, complementando-se e enriquecendo-se os conceitos presentes em algumas fontes

com novas informagdes apresentadas e observadas em outras.

Suscitadas todas essas consideragdes, apresentar-se-ao, a seguir, as propostas de Sequéncia
Didatica para o ensino tradicional das Equagdes Polinomiais de 2° Grau, e para o ensino do
Meétodo da Falsa Posicdo, das Equacdes Quadraticas e o Método de Victe e das Equagdes
Polinomiais de 3° Grau; tendo sido a primeira aplicada para os estudantes inscritos na turma

de 2024, e as demais para os da turma de 2025 do Projeto de Extensdo ja mencionado.
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Sublinhe-se que todas foram inspiradas e elabadoradas embasando-se em apostilas do PIC-Jr
(Projeto de Iniciacdo Cientifica) da OBMEP realizado por mim nos anos de 2011, 2012 e
2014.

3.1 Proposta de Sequéncia Didatica para o ensino tradicional das Equacdes Polinomiais
de 2° Grau

Etapa 1: Descobrindo os conceitos, investigando e aprendendo.

Iniciamos a abordagem apresentando brevemente a histdria do surgimento das Equagdes do 2°
grau no Egito, Mesopotamia, Grécia, ndia; exibindo aos alunos o video “Esse tal de
Bhaskara” da  série “Matematica  na  Escola” disponivel no link
https://www.youtube.com/watch?v=pozKHQxvFSo&t=1s, cujo objetivo € proporcionar aos
alunos uma viagem histérica que passa por diferentes civilizagdes em diferentes periodos da

Matematica.

Pretendeu-se, aqui, que os discentes percebessem que, assim como o conteudo em questdo,
cada conteudo matematico esta inserido em um contexto histérico amplo e que, normalmente,
levou séculos para chegar aos moldes conhecidos atualmente. Em particular, o contetido
apresentado no video inspirou-se na publicagcdo “Uma abordagem historica para a equacdo de

2° grau” de Wagner da Cunha Fragoso, veiculada na Revista do Professor de Matematica.

ApoOs a exibi¢do do video, recomenda-se promover uma breve discussao com os estudantes
acerca de suas impressdes sobre o conteudo assistido e do que mais lhes chamou a atengdo
nesse mergulho na historia das equagdes quadraticas. Em linhas gerais, seus relatos
expressaram aprovacao ao video em funcao de ser carater ludico, leve € bem humorado, sem
perda de consisténcia e sem deixar cair num desinteresse. Destacaram também nao imaginar
que a construcdo do conhecimento das Equag¢des Quadraticas tenha passado por tantas

civilizacdes e no decorrer de tantos anos.

Em seguida, a fim de que os alunos conhecessem as caracteristicas de uma equagdo
polinomial do 2° grau e fossem capazes de reconhecé-las em qualquer situacdo, ministramos
uma aula expositiva e de cunho investigativo em que os alunos, a partir da definicdo

operacional de equacdo, tivessem a oportunidade de estabelecer comparagdes entre equagdes
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lineares e quadraticas, apontando sempre as semelhancas e diferengas existentes entre uma e

outra.

Etapa 2: Aprendendo a completar quadrados.

Exploramos, neste passo, a linguagem e o método geométrico para completar quadrados e,
assim, solucionar equagdes polinomiais do 2° grau sem recorrer a formula resolutiva.
Aconselha-se aqui enfatizar a construcdo do quadrado e retomar a abordagem do caso de

fatoracdo do trindmio quadrado perfeito.

Neste momento, alguns cuidados sdo pertinentes, como atentar os alunos de que Al-
Khowarizmi ndo conhecia os nimeros negativos, € por essa razao, seus métodos de resolugao
restringiam-se a raizes positivas e ao zero. Propomos, entdo, a titulo ilustrativo, o seguinte
problema e explanamos a seguir, os passos cumpridos em nossa ministracdo, 0s quais

sugerimos para esta Sequéncia Didatica:

“Resolva a equagdo x* + 12x — 64 = 0 através da técnica do completamento de quadrados.”

1° passo: Construa um quadrado cuja medida dos lados seja x, como na figura 3. Devemos

, . A s 1. 2
perceber que a area do quadrado, nessas circunstancias, representa o termo algébrico x”.

Figura 3: Quadrado de lado x a ser mencionado na Sequencia Didatica.
X

X
Fonte: http://mat.ufcg.edu.br/profmat/wp-content/uploads/sites/5/2015/07/TCC-Lu%C3%ADs-Carlos.pdf

2° passo: Apoiando-se em cada lado desse quadrado, construa quatro retdngulos com lados

medindo x e 3, conforme a figura 4. Dessa forma, representamos o termo algébrico 12x.
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Figura 4: Quadrado de lado x acrescido aos retdngulos que levardo ao novo quadrado.

3 H 3
¥ ¥
3 X 3

Fonte: http://mat.ufcg.edu.br/profmat/wp-content/uploads/sites/5/2015/07/TCC-Lu%C3%ADs-Carlos.pdf

3° passo: Questionar aos alunos: “O que deve ser feito para transformar a figura obtida um

quadrado?”.

Pode ser pertinente neste momento revisar com alunos as propriedades geométricas de um
quadrado, a fim de consolidar neles a compreensao desejada e viabilizar que eles fornecam a
resposta esperada. Considera-se interessante também abordar exemplos numéricos que
expressam a aplicagdo de tais propriedades, relacionando, por exemplo, como diferentes
medidas dos lados de um quadrado influenciam na obtencdo de 4reas com valores distintos, e
ainda, como um quadrado pode, geometricamente, dividir-se em quadrados menores e¢/ou em

outros poligonos.

4° passo: Espera-se que, a essa altura, os alunos percebam que, a fim de transformar a figura
anterior em um quadrado, basta completd-la com quatro quadrados idénticos de lados com

medida 3, como evidencia a figura 5:

Figura 5: Proje¢do do novo quadrado, obtido por “completamento”.

b o
I 3 M 3 ]
X b
I 3 E 3 1
| I

Fonte: http://mat.ufcg.edu.br/profmat/wp-content/uploads/si_te_s/_5/2015/07/TCC-Lu%C3%ADs—Carlos.pdf

5° passo: Constatar, portanto, que a area do quadrado maior ¢ o resultado da aplicagdo do

método de completamento de quadrados, expressa algebricamente por:
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X +4-3x+4-9=x"+12x+36=(x + 6)

Logo, a expressao resultante obtida seria:

¥+ 12x+36=64+36 oux’+ 12x + 36 =100

Convém, neste momento, explicar que a razdo de se adicionar 36 também do lado direito da
igualdade deve-se ao principio de equivaléncia aditivo, pelo qual tudo o que se fizer de um
lado da igualdade deve ser feito também no outro, a fim de manter o equilibrio entre os
mesmos e, assim, preservar a igualdade satisfeita. Isso possibilitard ao aluno compreender a

denominacdo desse processo como “completamento de quadrados™. Entéo, obtemos:

(x+6)P’=100=>x+6=+10=>x=4oux=-16

6° passo: Propor aos discentes outras equacdes polinomiais do 2° grau para que, a luz da
ministracdo que acabaram de acompanhar, resolvam-nas pelo método do completamento de
quadrados, de modo a dirimir, se necessario, eventuais dividas que venham a surgir neste

primeiro momento pratico por parte dos estudantes.

Em nossa aula, propomos as equacdes quadraticas: x* + 6x—7=0,x* —4x + 1 =0, 2x* + 8x —
10 =0 ¢ x* + 10x + 16 = 0. De modo geral, os discentes nio demonstraram grandes
dificuldades para empregar o método proposto e resolver os presentes exemplos, mesmo
porque, dominam os produtos notaveis e os casos de fatoracdo. Houve somente, por parte de
alguns, uma dificuldade inicial para com a terceira equacgao, na qual a = 2, que por sua vez,
ndo possui raiz quadrada inteira. Contudo, bastou dar-lhes a sugestdo de dividir toda a

equacao por 2, e logo eles conseguiram proceder a resolugdo também deste exemplo.

Etapa 3: Conhecendo a férmula resolutiva das equacdes quadraticas.

No segundo encontro, procedemos a terceira atividade desta Sequéncia Didatica, a saber,
“apresentar ¢ demonstrar, na lousa ou em slides, a formula resolutiva das Equacdes
Polinomiais do 2° Grau”. Em seguida, propomos a resolucdo de exercicios cujo cerne seja a

sua aplicacdo direta. Optamos em fazer todo o descrito com o uso da lousa, particularmente.
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Etapa 4: Interpretando o valor do discriminante (o popular “delta™).

Atividade realizada ainda neste segundo encontro. Como sabemos, o discriminante A (letra
delta do alfabeto grego) de uma equacao polinomial do 2° grau com coeficientes a, b e ¢ €

eXpresso por:

A=b>—4dac

E aqui ¢ importante frisar que ¢ conveniente utilizar o valor de A como pardmetro para
identificar quantas e como serdo as raizes da equacao em questdo, posto que uma equacao em
que A > 0 possui duas raizes reais distintas, ao passo em que uma equacao com A =0 possui
uma raiz real dupla, ou ainda duas raizes reais idénticas, isto €, x* = x'’; e finalmente, uma

equagao em que A < 0 ndo admite raizes reais.

Etapa 5: Utilizando Equacoes de 2° Grau na Resolucdo de Problemas.

Na aula seguinte, a terceira desta Sequéncia Didatica, propomos uma selecao de exercicios e
situagdes-problema que exploram diversos contextos de aplicagdes verossimeis sobre o tema.
Convém destacar aos alunos que, em muitos casos, ndo se faz necessario o emprego da
férmula resolutiva na elucidagdo das questdes, de modo que procurem nao se prender a ela,
mas que ndo a deixem de utilizar quando julgarem necessario. Pode-se aqui lancar mao de
problemas do préprio livro didatico dos discentes. Em nossa ministragdo, optamos por utilizar

a lousa para apresentar os problemas selecionados.

Etapa 6: Avaliacdo da aprendizagem das Equacdes Quadraticas.

Importa, antes, enfatizar que, tdo importante quanto ministrar um contetido programatico de
Matematica por meio de uma Sequéncia Didatica, ¢ atestar o nivel de sua efetividade,
apurando o quanto e como os alunos absorveram os conceitos expostos e aprenderam os

conhecimentos esperados.

Neste sentido, em consonancia com Gil (2007, p. 96):
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O processo de ensino nio se encerra com essas atividades. E indispensavel verificar
em que medida as agdes didaticas foram suficientes para o alcance dos objetivos
definidos no planejamento. Procede-se, assim, a avaliacdo educacional que consiste
na coleta, analise e interpretacdo dos dados relativos ao progresso dos alunos. Essa
avaliacdo ndo ocorre apenas no final das agdes educativas, mas ao longo de todo o
processo. [....]

Portanto, recomenda-se levar em consideragdo neste processo avaliativo o comportamento dos
alunos em amplo espectro, a participagdo durante as aulas, o nivel de comprometimento com

a realizagdo e entrega das atividades propostas e também a analise dos resultados obtidos.

Corroborando com essa perspectiva, ainda em conformidade com Gil (2007, p. 96):

A avaliagdo, num contexto sistémico, ndo pode ser vista apenas como elemento para
definir se um aluno deve ser aprovado ou reprovado, mas como um conjunto de
acdes intimamente associadas ao processo de aprendizagem dos alunos e ao
replanejamento das ac¢des educativas. A avaliacdo constitui, portanto, importante
elemento propiciador de feedback, entendido aqui como um processo pelo qual se
fazem retroagir os efeitos de um sistema sobre as causas, com o proposito de
alcancar os resultados pretendidos, o que significa intimo relacionamento da
avaliacdo com o planejamento.

Elencadas as apreciagdes supra, explicitamos que, na ltima etapa desta Sequéncia Didatica, a
avaliag¢do foi aplicada em formato de uma avaliagdo discursiva, com o tempo maximo de 02
(duas) horas para sua realizagdo, a fim de verificar o nivel de aprendizagem por parte dos trés

estudantes (denominados na se¢do 4.1 pelos codigos 01, 02 e 03) do contetdo ministrado.
Ressalte-se que o a ministracao das etapas desta Sequéncia Didatica, com relacdo ao nimero
de encontros necessarios ao desenvolvimento de cada uma, obedeceu ao disposto no quadro a

seguir:

Quadro 1: Numero de encontros necessarios para cumprir cada etapa da Sequéncia Didatica I, de 2024.

Etapas da Sequéncia Didatica I, de 2024 e nimero de encontros utilizados.
Etapas Numero de encontros utilizados
Etapas 1 e2 01 encontro de 1,5 hora
Etapas 3 e 4 01 encontro de 1,5 hora
Etapa 5 01 encontro de 1,5 hora
Etapa 6 01 encontro de 2 horas
Total 04 encontros, em 6,5 horas

Fonte: o autor.



72

3.2 Proposta de Sequéncia Didatica para o ensino do Método da Falsa Posi¢cao

Etapa 1: Conhecendo a historia do Método da Falsa Posicdo.

Iniciamos a abordagem destacando que o “Método da Falsa Posicdo™ consiste em uma
ferramenta auxiliar para a resolugcdo de Equacdes do 1° Grau, e apresentando brevemente a
histéria de seu surgimento, exibindo aos estudantes, em seguida, o video “O METODO DA
FALSA POSICAO DOS EGIPCIOS”, elaborado pelo professor Eduardo Wagner e
disponivel no link https://www.youtube.com/watch?v=10t98z0zIIM, cujo objetivo ¢
proporcionar aos discentes um primeiro contato com essa nova ferramenta algébrica para

resolver equacdes lineares.

Recomenda-se, apods a exibicdo do video, motivar uma breve discussdao com os estudantes, a
fim de que compartilhem suas impressdes acerca de seu contetido, verbalizem o que mais lhes
chamou a atencao e, especialmente, o que esperam a partir deste novo aprendizado. Em geral,
todos relataram ter considerado este método muito interessante, questionando inclusive a sua
ndo inser¢do no curriculo de Matematica do 7° ano (etapa em que normalmente se ensina a
resolver equagdes lineares). Nao obstante, convergiram de que a parte mais interessante foi o
“macete” utilizado para a determinacdo do “chute inicial” e manifestaram anseio para

colocarem em pratica essa nova ferramenta matematica.

Etapa 2: Resolucdo dirigida de exemplos.

Abrimos este novo passo com a seguinte pergunta motivadora: “Uma quantidade cuja sexta

parte lhe é subtraida resulta em 65. Qual é essa quantidade?”

Note-se que, no video de apresentacdo, o problema tratava de uma quantidade cuja
determinada fracdo de si mesma foi-lhe adicionada. Agora, propositalmente, propomos uma
situagdo referente a uma quantidade cuja determinada fracdo de si mesma foi-lhe subtraida.
Incentivamos, entdo, que os discentes sugerissem ideias de como proceder a fim de resolver o

referido exemplo.

Um aluno sugeriu realizar alguns testes com numeros inteiros superiores a 65 que sejam

multiplos de 6. Ponderamos, entdo, que essa era, de fato, uma boa estratégia; contudo, ela ndo
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contemplava o método que estavamos a estudar. Procedemos, entdo, a resolucdo, salientando
que € suficiente que o “chute inicial” seja um numero, neste caso, divisivel por 6, sem a
necessidade de que ele fosse maior do que a quantidade final obtida (recomendando sempre o
uso de valores tdo pequenos quanto se possa atribuir, de modo a facilitar os calculos),
bastando, assim, aplicar o principio de equivaléncia multiplicativo para obter a resposta

desejada.

Em seguida, solicitamos aos estudantes que tentassem, individualmente, resolver o problema
24 do Papiro de Rhind, apresentado no video que haviam assistido ha pouco, sem executa-lo
novamente. De modo geral, o resultado foi bastante satisfatorio, com poucos reparos a serem
pontuados em suas resolucdes. A partir de entdo, passamos a terceira e tltima atividade desta

aula.

Etapa 3: Avaliacdo da aprendizagem do Método da Falsa Posicao.

Na ultima etapa desta Sequéncia Didatica, a avaliagdo foi aplicada em formato de prova
discursiva, com o tempo maximo de 02 (duas) horas para sua realizagdo, a fim de aferir o
nivel de assimilacdo dos quatro estudantes (denominados na secdo 4.2 pelos cdodigos 01, 02,

03 e 04) acerca do conteudo abordado.

Ressalte-se que o a ministracdo das etapas desta Sequéncia Didatica, com relagdo ao ntimero
de encontros necessarios ao desenvolvimento de cada uma, obedeceu ao disposto no quadro a

seguir:

Quadro 2: Numero de encontros necessarios para cumprir cada etapa da Sequéncia Didatica I, de 2025.

Etapas da Sequéncia Didéatica I, de 2025 e niumero de encontros utilizados.
Etapas Numero de encontros utilizados
Etapas 1 e2 01 encontro de 2 horas
Etapa 3 01 encontro de 2 horas
Total 02 encontros, em 4 horas

Fonte: o autor.
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3.3 Proposta de Sequéncia Didatica para o ensino das Equacées Quadraticas e 0 Método

de Viéte

Etapa 1: Conhecendo a historia do Método de Viéte.

Abrir a abordagem rememorando os estudantes sobre o conceito de Equagao Polinomial de 2°
Grau, sua formula resolutiva e as relagdes da soma e do produto das raizes de qualquer
equagao quadratica em funcao de seus coeficientes a, b ¢ c. Em seguida, salientamos que o
“Método Viete” consiste em uma ferramenta auxiliar para a resolu¢do de Equacdes do 2°
Grau; apresentando, em seguida, o video “QUADRATICA — Método de Viéte (1/2)”, do canal
no Youtube “Toda a Matematica” e disponivel no link
https://www.youtube.com/watch?v=RG-MZh1l Ao, cujo objetivo ¢ proporcionar aos
discentes um primeiro contato com essa nova ferramenta algébrica para resolver equagdes

quadraticas.

Bem como nas sequéncias didaticas anteriores, novamente aconselha-se, apos a exibicdo do
video, promover uma breve discussdo com os discentes, a fim de que expressem suas
impressdes acerca de seu conteudo, compartilhem o que mais lhes chamou a atengdo e,
sobretudo, o que esperam a partir deste novo aprendizado. Em aspectos gerais, todos
afirmaram ter considerado este método muito interessante, sobretudo na hipotese de
esquecerem, em algum momento, a férmula resolutiva convencional para equagdes
quadraticas. Por fim, lamentaram a sua ndo abordagem, comumente, no curriculo de
Matematica do 9° ano (etapa em que, via de regra, se ensina a resolver equagdes de 2° grau).
Novamente, os estudantes manifestaram desejo para verificar como essa nova ferramenta

matematica aplica-se, na pratica.

Etapa 2: Resolucdo dirigida de exemplos.

Iniciamos este novo passo resolvendo, pelo Método de Viete, na lousa, a equagao ¥ —8x—9
= 0. Em seguida, solicitamos aos estudantes que tentassem, individualmente, resolver a
equacdo x> — 5x + 6 = 0, apresentada no video que haviam assistido ha pouco, sem executa-lo
novamente. Em linhas gerais, o resultado foi bastante satisfatorio, com poucos detalhes a
serem ponderados em suas resolugdes. Uma aluna, em particular, demonstrou alguma

resisténcia em relagdo a este novo método, manifestando expressamente a sua predilegao pela
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formula resolutiva tradicional. A partir de entdo, passamos a terceira e ultima atividade desta

aula.

Etapa 3: Avaliacdo da aprendizagem das Equacoes Quadraticas € o Método de Viéte.

Na terceira e ultima etapa da referida Sequéncia Didatica, aplicou-se a avaliagdo em formato
de uma prova discursiva, a fim de atestar o seu nivel de compreensdao por parte de cada
discente (denominados na se¢do 4.3 pelos codigos 01, 02, 03 e 04) — acerca do contetido
exposto, com o tempo maximo de 02 (duas) horas para sua realizacdo. Ressalte-se que o a
ministragcdo das etapas desta Sequéncia Didatica, com relacdo ao nimero de encontros

necessarios ao desenvolvimento de cada uma, obedeceu ao disposto no quadro a seguir:

Quadro 3: Numero de encontros necessarios para cumprir cada etapa da Sequéncia Didatica II, de 2025.

Etapas da Sequéncia Didéatica I, de 2025 e niimero de encontros utilizados.
Etapas Numero de encontros utilizados
Etapas 1 e 2 01 encontro de 2 horas
Etapa 3 01 encontro de 2 horas
Total 02 encontros, em 4 horas

Fonte: o autor.

3.4 Proposta de Sequéncia Didatica para o ensino das Equacoes Polinomiais de 3° Grau

Etapa 1: Conhecendo a historia das Equacdes Cubicas e a formula de Cardano-Tartaglia.

Iniciamos a ministracdo apresentando brevemente a historia do surgimento das Equagdes do
3° grau na Italia; exibindo aos estudantes o video “Dal Ferro, Tartaglia, Cardano e Ferrari -
uma historia italiana” elaborado pelo professor Felipe Acker, disponivel no link
https://www.youtube.com/watch?v=sp4gdtSLORM, cujo objetivo ¢ proporcionar aos alunos
uma viagem historica até a época em que se desenvolveu esse ramo da Mateméatica. Em
seguida, apresentamos também o video “Exemplo de como resolver equagdo de 3° grau” do
canal no Youtube “QED” e disponivel no link
https://www.youtube.com/watch?v=031Gfsoz2dk, a fim de familiarizar os discentes com a

formula resolutiva para Equacdes Polinomiais de 3° Grau e a sua aplicagdo efetiva.
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Como nas sequéncias anteriores recomenda-se, apos a exibi¢ao dos videos, estimular uma
breve partilha entre os estudantes com os discentes, a fim de que expressem suas impressdes
acerca dos videos assistidos, enfatizem o que mais lhes chamou a atenc¢do e, especialmente, o
que esperam a partir deste novo aprendizado. Em linhas gerais, todos afirmaram ter apreciado
muito o primeiro video, em virtude de seu carater ludico e de facil compreensdo. Quanto ao
segundo video, os discentes também manifestaram uma boa recep¢do, pela sua clareza e por
ele proporcionar a compreensao de como a formula de Cardano-Tartaglia ¢ utilizada, na

pratica. Assim, demonstraram vontade de avangar para a etapa seguinte.

Etapa 2: Definicdo de Equacdo Polinomial de 3° Grau e resolucio de casos particulares de

equacOes incompletas pela fatoracdo de polindmios.

Entregamos, neste momento, um material impresso, previamente preparado, apresentando a
definicio de Equagdo Polinomial de 3 Grau, a sua formula resolutiva para equagdes
. 3 _ e~ . .

incompletas na forma y” + py + g = 0, e a substituicdo adequada a ser feita para reduzir, se
necessario, uma equacao cubica completa em x para a forma reduzida aqui mencionada.
Contudo, antes da aplicagcdo da féormula resolutiva, mostramos (neste mesmo material) que ha
casos particulares em que, o uso da fatoracdo de polindmios e uma analise cuidadosa de
possibilidades sdo suficientes para a determina¢do de suas raizes reais, quando possivel —

dispensando, assim, nestes casos, o uso da referida féormula.

Ainda no referido material atribuimos, ao seu final, dois exercicios que serviriam como uma
preparagdo para a avaliacdo propriamente dita: o primeiro, solicitando a determinagdo das
raizes reais, se possivel, de uma equagdo cubica incompleta, pelo uso da fatoracdo de
polindmios e da analise de possibilidades; e o segundo, demandando aos estudantes obterem
as formulas monicas de trés equacdes cubicas, a partir de suas raizes. A correcdo desses

exercicios se deu na aula seguinte, a segunda desta Sequéncia Didatica.

Etapa 3: Correcdo dos exercicios atribuidos na primeira aula e a aplicacdo da férmula de

Cardano.

Iniciamos esta segunda aula com a resolugdo dos exercicios atribuidos na aula anterior. Em
geral, os estudantes conseguiram realiza-los, com poucos reparos a serem comentados. Em

seguida, propusemos uma atividade investigativa: a resolugdo das quatro equagdes fornecidas
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ou obtidas no material entregue na primeira aula, agora pelo uso da Formula de Cardano-
Tartaglia, utilizando, se necessario, a substituicdo adequada para reduzir a equagdo cubica

completa para a forma reduzida y* + py + g = 0.

Este foi um momento precioso em que os estudantes fizeram uma curiosa e interessante
descoberta: mesmo uma equagdo cubica tendo, pelo menos, uma raiz real, as vezes a formula
resolutiva “falha” ou torna-se impraticavel, podendo ocorrer, por exemplo, raizes quadradas

de numeros negativos; o que impossibilita nestes casos a determinagao de suas raizes reais.

Contudo, mesmo nos casos em que a formula “falhou”, esta atividade foi de grande utilidade,
pois proporcionou aos discentes a utilizacdo da formula de Cardano-Tartaglia em exemplos
praticos, e a oportunidade para os mesmos dirimirem as davidas que foram surgindo. Foi
percebida de forma recorrente necessidade de redobrar o cuidado em relagdo aos sinais, que

vez por outra, eram confundidos — ndo por impericia, mas por mera desatencao.

Etapa 4: Avaliacdo da aprendizagem das Equacdes Polinomiais de 3° Grau.

A quarta e ultima etapa da referida Sequéncia Didatica consistiu da avaliagdo, em formato de
uma prova discursiva, de modo a verificar o seu nivel de aprendizagem de cada estudante
(denominados na se¢do 4.4 pelos codigos 01, 02, 03 e 04) — com o tempo maximo de 02

(duas) horas para sua realizagdo, acerca do conteudo explanado.

Ressalte-se que o a ministracao das etapas desta Sequéncia Didatica, com relacdo ao nimero
de encontros necessarios ao desenvolvimento de cada uma, obedeceu ao disposto no quadro a

seguir:

Quadro 4: Numero de encontros necessarios para cumprir cada etapa da Sequéncia Didatica I1I, de 2025.

Etapas da Sequéncia Didatica I, de 2025 e nimero de encontros utilizados.
Etapas Numero de encontros utilizados
Etapas 1 e 2 01 encontro de 2 horas
Etapa 3 01 encontro de 2 horas
Etapa 4 01 encontro de 2 horas
Total 03 encontros, em 6 horas

Fonte: o autor.
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4 DESCRICAO E ANALISE DOS DADOS

Apresentar-se-ao, a partir de entdo, a descricdo e analise dos dados coletados nas quatro
avaliagOes realizadas pelos estudantes inscritos no Projeto “Oficinas e Estudos Dirigidos de
Matematica junto aos Estudantes com Altas habilidades da Escola Alternativa Lago dos

Cisnes”, a primeira aplicada em sua edi¢do de 2024, e as demais, na de 2025.

4.1 Analise das respostas na avaliacao da aprendizagem das Equacdes Polinomiais de 2°

Grau

A primeira avaliagdo — constante no Apéndice A deste trabalho — apresentou seis questoes,
dentre as quais a primeira continha quatro Equacdes Polinomiais do Segundo Grau, e pedia
aos alunos para identificarem, em cada item, o valor dos coeficientes a, b e c. Para efeito de
tratamento dos dados, consideraram-se corretos os itens em que os alunos determinaram os

valores dos trés coeficientes corretamente. Eis os resultados obtidos, como aponta o grafico 1.

Grafico 1: Nuimero de acertos da Questdo 1 da Avaliagdo I, de 2024.

E Questdo 1 - Numero de acertos

3,5
3
2,5
2
1,5
1
0,5
0 0
0
0-1 acerto 2-3 acertos 4 acertos

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.

Apurou-se que os trés alunos demonstraram pleno dominio da habilidade exigida pela
questdo, acertando todos os itens, inclusive naqueles cujos coeficientes nao foram

apresentados na ordem convencional (a, b e ¢, assim sequenciados).
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Na segunda questdo, composta também por quatro itens, foram dados os trés coeficientes das
equacdes de 2° grau, solicitando ao aluno que a formulasse, em cada caso. Seguem os

resultados colhidos, conforme o grafico 2:

Grafico 2: Nuimero de acertos da Questao 2 da Avaliagdo I, de 2024.

= Questdo 2 - Numero de acertos

3,5
3
3
2,5
2
1,5
1
0,5
0 0
0
0-1 acerto 2-3 acertos 4 acertos

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.

Novamente, constatou-se que os trés alunos demonstraram pleno dominio da habilidade
exigida pela questdo, acertando todos os itens; embora esta seja considerada uma questdao
dotada de grau de dificuldade inferior a anterior; posto que, nesta, os coeficientes foram
previamente oferecidos e, ressalte-se, na ordem tradicional. Nao houve aqui a necessidade de

identificar cada um numa eventual ordem nao convencional dos termos.

A terceira questdo, por sua vez, ndo trouxe novos itens, mas consistiu em solicitar aos alunos
. . ~ ~ . (13 2
para classificarem as oito equacgdes das duas questdes anteriores como “completas” ou
“incompletas”. Acertar essa questdo seria apenas uma decorréncia natural do pleno
conhecimento que as duas anteriores solicitaram. Dado que todos os alunos avaliados
acertaram integralmente as questdes anteriores, consequente € naturalmente, contabilizaram o
maximo de oito acertos possiveis desta questdo. Os resultados obtidos estdo expressos no

grafico 3, como segue:
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Grafico 3: Numero de acertos da Questdo 3 da Avaliacdo I, de 2024.
E Questdo 3 - Numero de acertos

3,5

2,5

1,5

0,5

0 0 0

0 e
0-2 acertos 3-4 acertos 5-6 acertos 7-8 acertos

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagdo.

A quarta questdo, a seu tempo, foi um pouco mais exigente, solicitando aos alunos para que
reescrevessem apenas trés entre as seis equacdes propostas, na forma convencional (ax® + bx
+ ¢ = 0), sem a necessidade de resolvé-las, neste momento. Contudo, foi necessario operar
algebricamente cada item, aplicando os principios de equivaléncia, multiplicagdo de
polindmios e determinagdao do minimo multiplo comum entre denominadores. Os resultados

apurados constam no grafico 4:

Grafico 4: Numero de acertos da Questdo 4 da Avaliagdo I, de 2024.

B Questdo 4 - Numero de acertos

2,5
2
2
1,5
1
1
0,5
O 0 —_— —_—
0 | — | ———
0-1 acerto 2 acertos 3 acertos, com ressalvas 3 acertos completos

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagdo.
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Uma vez mais, os trés alunos demonstraram pleno dominio das habilidades exigidas pela
questdo, acertando essencialmente os trés itens escolhidos. Contudo, dois deles se esqueceram
de pequenos detalhes que aperfeicoariam suas respostas, ambos no item b). O aluno de codigo
01 efetuou corretamente as operagdes algébricas, mas apenas escreveu o polindmio resultante,

13

esquecendo-se de equaciond-lo (escrevendo “= 0” a sua direita) e de simplificar os trés
coeficientes obtidos por um fator comum. A seu tempo, o aluno de cddigo 03 esqueceu-se

somente de efetuar tal simplificacao.

A pentltima questdo propOs seis equagdes de 2° grau, entre completas e incompletas,
solicitando aos discentes a determinacdo do conjunto soluciao de apenas trés delas, seja pelos
casos de resolugdo das equacdes de 2° grau incompletas (nos casos aplicaveis), pelo método
do completamento de quadrados, ou pela aplicagdo da formula resolutiva convencional. Eis a

seguir, no Grafico 5, os resultados obtidos.

Grafico 5: Numero de acertos da Questdo 5 da Avaliacdo I, de 2024.

E Questdo 5 - Numero de acertos

2,5
2
1,5
1
1
0,5
0 0
0
0-1 acerto 2 acertos 3 acertos, com ressalvas 3 acertos completos

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.

Novamente, os trés alunos demonstraram efetivo dominio das habilidades exigidas pela
questdo, acertando essencialmente os trés itens escolhidos; porém, uma vez mais, dois deles
se esqueceram de pequenos detalhes que aperfeigoariam suas respostas. O aluno de codigo 01

efetuou todos os calculos corretamente; contudo, ao apontar as solugdes, apenas escreveu o0s
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nimeros, ndo explicitando que se tratavam do conjunto-solu¢do de cada equagdo, ou,

y

equivalentemente, ndo os identificou como x ou x .

Por sua vez, o aluno de codigo 02 também efetuou todos os calculos corretamente; mas, ao
deparar-se com uma Equagdo do 2° Grau incompleta da forma ax* =—¢, coma=1e — > 0,
esqueceu-se que a incognita x admite dois valores reais, a saber, £y —c, e informou apenas o

valor positivo como raiz da equacao.

Finalmente, a sexta e ultima questdo, trouxe uma situagao-problema simples, cujo objetivo era
determinar o valor de um niimero submetido a algumas operagdes aritméticas. O foco deste
item era avaliar a capacidade de abstra¢ao dos alunos, se eles conseguiriam expressar as ideias
contidas no enunciado em termos algébricos e, em seguida, resolver a equacao polinomial do
segundo grau denotada, sem exigéncia por algum método especifico. Os resultados foram os

seguintes, conforme o Gréafico 6:

Grafico 6: Respostas da Questio 6 da Avaliagdo I, de 2024.

= Respostas da Questdo 6

2,5
2
2
1,5
1
1
0,5
0 0
0
Ndo souberam interpretar o Formularam a equagdo, Efetuaram todos os calculos Gabaritaram integralmente
enunciado mas ndo souberam resolvé- corretamente, mas a questdo
la corretamente incluiram a solugdo nao-

inteira na resposta

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.

Ocorreu que, uma vez mais, todos os trés alunos efetuaram todos os céalculos corretamente,
atendendo com eficiéncia ao requisito de transpor um enunciado matematico para a sua
representacao em termos algébricos. Contudo, o enunciado referia-se exclusivamente a um

nimero inteiro, ao passo em que a equacdo em questdo admite duas solugdes reais, uma
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inteira e outra racional ndo inteira. Entdo, os alunos de codigos 01 e 03 ndo se atentaram a
este detalhe, e forneceram as duas solugdes reais como o numero solicitado pela questio;
tratando-se assim de um equivoco simples, possivelmente ocasionado por mera desatengao

pontual.

4.2 Analise das respostas na avaliacio da aprendizagem do Método da Falsa Posicao

A avaliagdo em questdo, presente no Apéndice B deste trabalho, foi constituida por cinco
problemas, divididos em duas etapas: a primeira, com as quatro situagdes mais simples, dentre
as quais foi solicitada a realizagdo de apenas duas, ficando a sua escolha a cargo de cada
estudante; e a segunda, inserida como um desafio — em razdo de sua maior complexidade —
em que apareceram fragdes de diferentes denominadores e, portanto, demanda uma sutil
mudanga na estratégia para a determinacdo do chute inicial. As quatro primeiras, a saber, 0s
problemas 24, 25, 26 e 27 do Papiro de Rhind, foram mais elementares, e solicitamos aos
estudantes que escolhessem apenas dois deles para resolver. Foi interessante que o aluno de
codigo 03 optou por resolver todos os quatro, tendo acertado trés e errado apenas um — o
problema 26 — provavelmente por mera desatengdo, posto que resolveu corretamente a todos
os demais. Os demais estudantes, de codigos 01, 02 e 04, coincidiram na escolha dos
problemas 25 e 26 e todos acertaram ambos os itens escolhidos. Eis, os resultados, como

aponta o Grafico 7:

Grafico 7: Numero de acertos da Etapa 1 da Avaliagdo I, de 2025.
= Etapa 1 - Numero de acertos

4,5

3,5

2,5

1,5

0,5
0 0

0 acerto 1 acerto 2-4 acertos

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.



84

Quanto ao desafio, ressalte-se que ele foi proposto em carater estritamente opcional. O
estudante que ndo quisesse tentd-lo, ou ndo conseguisse resolvé-lo, ndo seria em nada
descontado no que se refere a nota obtida em sua avaliacdo. Contudo, se o resolvesse com
éxito, poderia receber uma pontuacao extra, caso sofresse algum desconto nos problemas da

primeira etapa da avaliacdo. Os resultados podem ser vistos no Gréfico 8:

Grafico 8: Respostas da Etapa 2 da Avaliagdo I, de 2025.

E Respostas do problema n° 31 do papiro de Rhind

2,5
2
2
1,5
1 1
1
0,5
0 _— = —_—
0 == e |—————|
Deixaram em branco Apenas transcreveram o Acertaram parcialmente a Gabaritaram integralmente

problema corretamente questdo a questdo
para a linguagem algébrica

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.

Ocorreu que os discentes de codigos 03 e 04 apenas transpuseram o problema corretamente
para a linguagem algébrica, ndo conseguindo detectar a sutil mudanca que era necessaria, com
relagdo aos problemas anteriores, para a determinag@o do “chute inicial” neste caso. A saber,
bastava utilizar como chute inicial o m.m.c. (minimo multiplo comum) entre os

denominadores de todas as fragdes mencionadas no enunciado.

Realizando os calculos e as equivaléncias corretamente (em cada fracdo, dividindo-se o
m.m.c. encontrado pelo denominador, e multiplicando este resultado pelo numerador), esse
processo levaria a resposta correta. Por sua vez, o aluno de cédigo 01 cometeu apenas um
pequeno equivoco justamente em tais calculos, levando-o a errar apenas o denominador da

resposta final; e somente o estudante de codigo 02 acertou a questao.
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4.3 Analise das respostas na avaliacio da aprendizagem das Equacdes Quadraticas e o

Método de Viete

A referida avaliagdo, apresentada no Apéndice C deste trabalho, propds quatro questoes,
sendo a ultima apresentada como um desafio — em face de sua maior complexidade. A
primeira solicitou a demonstragdo das relagcdes da soma e do produto das raizes de qualquer
equagao de 2° grau em funcdo de seus coeficientes a, b € ¢, bastando utilizar os valores de x; e
x, dados pela formula resolutiva convencional e, com eles, efetuar as operacdes x; + x; € X -
x,. Na primeira, tem-se uma soma de fragdes com mesmo denominador, e na segunda, pode-
se aplicar o produto notavel “Produto da Soma pela Diferenga”, a fim de tornar os célculos

mais simples. Eis a seguir, no Grafico 9, os resultados obtidos.

Grafico 9: Numero de acertos da Questdo 1 da Avaliagdo II, de 2025.

B Questdo 1 - Numero de acertos

3,5
3
3
2,5
2
1,5
1
1
0,5
0
0
0-1 acerto 2 acertos, com ressalvas 2 acertos completos

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.

A Ttnica ressalva ocorrida foi registrada na avaliacdo do aluno de cédigo 03 que, na
demonstragdo de que x; + x, = —b/a, pulou o primeiro passo, ndo escrevendo inicialmente os
valores de x; ¢ x, em fun¢do dos coeficientes a, b e ¢, conforme a formula resolutiva
tradicional nos fornece — passo sumamente essencial para efetuar as simplificacdes

necessarias e concluir a verificacao solicitada.

A segunda questdo, dotada de quatro itens, solicitava a formulagdo de equagdes monicas do

segundo grau — em sua forma geral — uma vez conhecidas suas raizes. Os resultados, como
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um todo, foram bastante satisfatorios. O unico detalhe a ser mencionado ocorreu na avaliagao
do aluno de codigo 03, na qual, em dois dos quatro itens, ele confundiu o sinal de um termo
na em determinada passagem da simplificagdo. Os demais estudantes acertaram a questao.

Assim, os resultados obtidos estdo compilados, a seguir, no Grafico 10:

Grafico 10: Numero de acertos da Questdo 2 da Avaliacdo 11, de 2025.

E Questdo 2 - Numero de acertos

3,5
3
3
2,5
2
1,5
1
1
0,5
0
0-3 acertos 4 acertos, com ressalvas 4 acertos completos

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.

A terceira questdo, por sua vez, apresentou trés equagdes quadraticas, indicando que os
discentes deveriam escolher apenas uma para resolver pelo Método de Viete,
necessariamente. Esperava-se que todos os estudantes percebessem que o item b) era o menos
trabalhoso dentre os trés, em virtude do valor do coeficiente a, a saber, a = 1, o que acabava
por simplificar os célculos. De fato, todos os estudantes avaliados tiveram essa percep¢ao, e

escolheram-no para resolver.

Cabe pontuar que apenas a aluna de cdodigo 04 sentiu-se insegura para utilizar o referido
método auxiliar para determinar as raizes solicitadas, utilizando a férmula resolutiva
convencional para fazé-lo. Contudo, saliente-se que ela o fez corretamente, sem quaisquer
ponderacdes a se mencionar. Os demais estudantes, por sua vez, também acertaram a questao,
atendendo o disposto no enunciado e empregando, assim, o0 Método de Victe. Apesar de esse
método auxiliar ser, até entdo, inédito para eles, notou-se uma clara aceitacdo de seu

algoritmo de resolugdo Os resultados apurados constam no Grafico 11:
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Grafico 11: Respostas da Questdo 3 da Avaliagdo 11, de 2025.

E Questdo 3 - Anadlise das respostas

3,5

2,5

1,5

0,5

0 0

| —— |

Deixou em branco Errou a questdo Acertou a questdo, mas Acertou a questao usando o
usou a formula tradicional método auxiliar solicitado
pelo enunciado

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.

O desafio, finalmente, convidou os discentes a calcular, com relagdo as raizes de uma equagao
quadratica arbitraria, a soma de seus quadrados, a soma de seus cubos e o quadrado de sua
diferenca. Ressalte-se que, bem como na avaliacdo anterior, ele foi proposto em carater

estritamente opcional. Os resultados estdo sistematizados no Grafico 12:

Grifico 12: Respostas do Desafio da Avaliagao II, de 2025.

E Desafio da Avaliacdo Il de 2025: andlise das respostas

2,5
2

2

1,5
1 1

1

0,5
= 0 0
0 | — | | ——| .
Deixaram em branco  Erraram os 3 itens 0-2 acertos 3 acertos, com 3 acertos completos

ressalvas

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliaggo.
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A fim de acertar este desafio, era necessario o dominio das relagdes da soma e do produto das
raizes x; e x; de uma equacdo quadratica qualquer em fun¢do de seus coeficientes a, b ¢ c,
bem como dos produtos notaveis “Quadrado da Soma”, “Quadrado da Diferenga” e “Cubo da
Soma”, além de uma percepgdo apurada para enxergar a relacdo que pode ser feita entre tais

conhecimentos.

Ocorreu que esta questao apresentou grande discrepancia entre os resultados colhidos. O
aluno de cédigo 03 alegou ndo ter tido tempo para tentar resolvé-la, deixando-a em branco;
enquanto a discente de codigo 04 efetuou erroneamente os célculos, por ndo ter percebido a
sua relacdo com os Produtos Notaveis supramencionados. Por sua vez, os estudantes de
codigos 01 e 02 acertaram essencialmente os trés itens propostos, apenas nao concluindo
todas as etapas de simplificagdo — o primeiro em dois itens, € o segundo, em apenas uma das

expressoes obtidas.

4.4 Analise das respostas na avaliacdo da aprendizagem das Equacoes Polinomiais de 3°

Grau

Esta quarta avaliacdo, transcrita no Apéndice D deste trabalho, apresentou quatro questdes,
sendo a ultima proposta como um desafio — em virtude de sua maior complexidade. Importa
destacar que, excepcionalmente, o discente de codigo 03 ndo pdde estar presente na data da

avaliacdo, o que impossibilitou a sua realizagdo, lamentavelmente.

A primeira questdo demandou a determinagdo das raizes reais, se possivel, de quatro equagoes
cubicas incompletas, pelo uso da fatoracdo de polindmios e da andlise cuidadosa de
possibilidades. Os estudantes de codigos 01 e 02 acertaram integralmente a questdo, enquanto

a estudante de codigo 04 acertou apenas dois itens, parcialmente.

Percebeu-se que a sua maior dificuldade, essencialmente, foi referente a andlise de
possibilidades, tendo deixado de contemplar todas as multiplicagdes validas para a verificacao
das raizes candidatas e, em virtude de alguns equivocos de fatoracdo, chegou a atribuir em
suas respostas supostas solugdes para equagoes que sequer admitem raizes reais. Os resultados

colhidos estdo representados no Grafico 13:
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Grafico 13: Numero de acertos da Questao 1 da Avaliacdo III, de 2025.

E Questdo 1 - Numero de acertos

2,5
2

2

1,5
1

1

0,5
= — O
0 —_—
0-2 acertos 3 acertos completos 4 acertos completos

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.

A segunda questdo, por sua vez, solicitava formular, em apenas uma entre quatro opgdes
disponiveis, a equacao monica do terceiro grau — em sua forma geral — uma vez conhecidas
suas raizes. Propositalmente, o quarto e ultimo item possuia uma raiz nula, o que facilita
consideravelmente os calculos. Esperava-se que os estudantes notassem esse detalhe, coisa

que apenas um — o de cddigo 02 — o fez.

Coincidentemente ou ndo, foi o Unico estudante a acertar a questdo. Os outros dois — de
codigos 01 e 04 — confundiram-se em alguns sinais, fazendo com que as equagdes fornecidas,
ao final, ndo correspondessem as respostas esperadas, em virtude da divergéncia de alguns
coeficientes — sobretudo, b e ¢. O Grafico 14, inserido a seguir, evidencia os resultados

obtidos na referida questao:
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Grifico 14: Respostas da Questao 2 da Avaliagao 111, de 2025.

E Questdo 2 - Anadlise das respostas

2,5
2
1,5
1
1
0,5
0
0
Errou a questao Acertou a questdo, com ressalvas Gabaritou a questdo

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.

A terceira questdo, a seu tempo, apresentou quatro equagdes — duas completas e duas
incompletas da forma x* + px + ¢ = 0 — para que os discentes escolhessem uma de cada,
invariavelmente, para resolver através da formula de Cardano-Tartaglia. O discente de codigo
02 acertou a questdo, escolhendo os itens a) e c) para realizar; enquanto o de codigo 01
acertou os dois itens escolhidos — a saber, b) e ¢) — com uma pequena ressalva: esqueceu-se de
efetuar a substituicdo final, na equagdo completa — apos obter o valor de y pela formula

resolutiva, para obter o valor de x, que € exatamente a raiz real da equagdo do item c).

Por sua vez, a estudante de coédigo 04, iniciou corretamente a resolucdo de ambas as equagdes
escolhidas — itens b) e ¢) — contudo, efetuou equivocadamente os calculos dos radicandos da
férmula resolutiva, o que levou a incorrecao de suas respostas finais. Os resultados analisados

estdo em consonancia com o Grafico 15:
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Grafico 15: Numero de acertos da Questdo 3 da Avaliagdo III, de 2025.

E Questdo 3 - Numero de acertos

1,2
1 1 1

1
0,8
0,6
0,4
0,2

0 | | p ——— |

Alguns detalhes corretos, nos dois 2 acertos, com ressalvas 2 acertos completos
itens

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagdo.

Finalmente, o desafio convidou os discentes a demonstrarem uma identidade envolvendo
raizes cubicas, que dificilmente poderia ser resolvida pelos métodos aritméticos
convencionais. A proposta desse problema era aferir se os estudantes conseguiriam associar o
produto notavel “Cubo da Soma” para, apds algumas manipulagdes algébricas e substitui¢des,
obter uma equacio cubica da forma x° + px + ¢ = 0 cuja raiz redundava exatamente no que se
queria demonstrar. Saliente-se que, uma vez mais, o desafio foi proposto em carater

estritamente opcional. Os resultados seguem evidenciados conforme o Grafico 16:

Grifico 16: Respostas do Desafio da Avaliagdo 111, de 2025.

E Desafio da Avaliagdo Il de 2025: analise das respostas

2,5
2

2

1,5
1

1
0,5

0 = E—

Deixaram em branco Acertaram parcialmente a questdo Gabaritaram a questdo

Fonte: Elaborado pelo autor a partir das respostas da avaliagao.
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Ocorreu que o aluno de codigo 02 optou por ndo sequer tentar fazé-lo, por ja se sentir muito
seguro e confiante de suas resolugdes nas questdes anteriores e, além disso, ser esta apenas
uma questdao extra. Os demais estudantes — de codigos 01 e 04 — por sua vez, resolveram-no
de modo integralmente correto, surpreendendo-nos pelo brilhantismo de seus raciocinios e

percepgoes.
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CONCLUSOES

Ministrar aulas de Matemadtica nunca foi uma tarefa facil. Em particular, no que se refere a
Algebra, as dificuldades dos alunos em seu inicio costumam ser evidentes, posto que o
contato inicial com a Algebra consiste em uma ruptura com a Matemética “concreta”,
palpavel e mais facilmente visualizavel da Aritmética; e em uma entrada para a Matematica
abstrata, tipicamente algébrica. Em virtude desse fato, muitos professores t€ém dificuldade
para enfrentar e visualizar esse delicado momento de transi¢do e do amadurecimento técnico e

cognitivo necessario aos alunos para compreenderem a Algebra.

Constatou-se, sobretudo por meio da ministragdo das quatro Sequéncias Didaticas propostas
neste trabalho cientifico, que o estudo das equagdes algébricas, motivado e conduzido a luz da
Histéria da Matematica, promoveu uma melhor compreensdo sobre como surgiram as
féormulas por radicais, bem como os métodos auxiliares para a resolucao das equacdes
algébricas, e at¢ mesmo das razdes da inexisténcia de formulas resolutivas diretas para
elucidar as raizes de equagdes polinomiais de grau igual ou superior a cinco; pois a
abordagem da Histéria da Matematica notabiliza o seu carater humano, para além da técnica

pura e simples.

Em toda a realizagdo deste trabalho académico, procurou-se explanar os conteidos com
linguagem didatica e acessivel, sob o permanente intuito de despertar no leitor o interesse de
aprofundar-se no assunto — por sua vez, de riqueza infinddvel de possibilidades.
Considerando-se, em contrapartida, os desafios enfrentados pelos professores de Matematica
no exercicio de seu oficio, como a escassez de tempo reservado as aulas da disciplina
previstas nos curriculos escolares, frente a grande extensdao da ementa de Matematica; as
deficiéncias de aprendizagem da maior parte dos discentes, oriunda dos anos letivos
anteriores; os efeitos didaticos ainda sentidos pelo lapso educacional causado pela pandemia
de COVID-19, a nao rara precariedade de recursos pedagdgicos nas institui¢des de ensino —
sobretudo as publicas e os (maus) hébitos contemporaneos dos estudantes de dedicarem-se
aos estudos cada vez menos, suscitou-se a elabora¢do de propostas de Sequéncias Didaticas
de modo a aprimorar a eficiéncia (utilizagdo dos recursos disponiveis da melhor forma
possivel) e a eficacia (pleno alcance dos objetivos pedagogicos almejados) do trabalho do

profissional docente em Matematica, almejando sua melhoria continua.



94

No que se refere ao presente estudo de caso, optamos intencionalmente por realiza-lo com
estudantes com altas habilidades/superdotacdo, haja vista que, entre os discentes, este ¢ um
grupo, em geral, ignorado e desassistido na quase totalidade das turmas em que eles estao
presentes — pelo fato de os docentes preocuparem-se sempre em nivelar o conhecimento de
todos os alunos, dispendendo naturalmente mais atencdo aqueles que apresentam maiores
dificuldades de aprendizagem — o que causa, geralmente, um profundo desperdicio cognitivo
e intelectual nos estudantes de melhor desempenho, pelo fato de ndo haver tempo ou recursos
(outros professores que possam dar-lhes mais atencao, atividades/exercicios mais elaborados,
entre outros), adequados disponiveis para que eles recebam a oportunidade de explorar o todo
de suas potencialidades. Com efeito, ¢ comum que tais estudantes demonstrem desinteresse,
dispersdo e nao tenham com quem discutir, por exemplo, Matematica mais avancada.
Contudo, as Sequéncias Didaticas propostas neste trabalho académico nao foram elaboradas
para restringirem-se apenas a estudantes com altas habilidades/superdotacao; mas ressaltamos
que sua concepcao foi dedicada a todos os discentes, sem qualquer exce¢do, que possam

estudar os contetdos nelas abordados.

Quanto a andlise de sua efetividade e desempenho, notou-se uma repetitividade nos resultados
apurados, com alto indice de acertos e, nos itens em que houve erros, verificou-se, em geral,
uma recorréncia dos detalhes pelos quais foram ocasionados; o que testifica, em certa medida,
um nivelamento cognitivo dos estudantes abordados. Em aspectos gerais, reconhecem-se
amplamente satisfatorios os resultados obtidos apds a ministragdo das quatro Sequéncias
Didaticas presentes neste trabalho cientifico, servindo inclusive, para a constatacdo do
elevado potencial cognitivo e académico dos estudantes em ambas as edi¢des do Projeto de
Extensdo abordado (2024 e 2025), bem como o notavel potencial de eficiéncia e eficacia de

cada Sequéncia Didéatica entdo elaborada.

Ademais, quanto a aperfeicoamentos a serem realizados, ponderamos que, na Sequéncia
Didatica para o ensino do Método da Falsa Posicdo detectou-se a necessidade de dedicar um
tempo maior a resolucdo de problemas que contemplem fragdes com denominadores distintos,
para melhor compreensao do algoritmo resolutivo. Quanto a Sequéncia Didatica para o ensino
das Equagdes Quadraticas e o Método de Viete, notamos ser conveniente a proposi¢ao de uma
quantidade maior de exercicios que levem a resolucdao de equagdes quadraticas pelo referido
método auxiliar, para seu melhor entendimento. E, por sua vez, no que se refere a Sequéncia

Didatica para o ensino das Equagdes Polinomiais de 3° Grau, percebeu-se a necessidade de
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propor mais exercicios a serem resolvidos tanto pela formula resolutiva, quanto pelo método

auxiliar abordado, a fim de potencializar a sua aprendizagem e assimilagao.

Finalmente, na hipotese de ministracdo das quatro propostas didaticas ora apresentadas a
alunos que ndo possuam superdotacdo/altas habilidades, espera-se que seja necessario um
tempo e um numero de aulas/encontros maior para a abordagem cautelosa de cada etapa,
respeitando o tempo de assimilagdo e compreensdo dos estudantes, e adequando o andamento

de cada Sequéncia Didatica ao ritmo de sua aprendizagem.
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APENDICE A — AVALIACAO I DOS ESTUDANTES EM 2024
AVALIACAO DE MATEMATICA: “EQUACOES POLINOMIAIS DE 2° GRAU”
Licenciando: Ramon Felipe Feitosa Pezzin Supervisor: Prof. Dr. Wescley Bonomo

Identificagdo: aluno(a) cédigo Data: / /

1- Todas as equagdes seguintes sdo de 2° grau e escritas na forma ax® + bx + ¢ = 0. Nessas
condi¢des, identifique os coeficientes de cada equacao:

a) 10x* 3x-1=0 ) 10r+7*-3=0

b) =5 —6x> + 12x =0 d)—5-15¢—7¢*=0

2- Escreva a equagdo ax2+bx+c=0quando:
a)a=5/2,b=-8ec=5 c)a=-18,b=6ec=1
b)a=-23,b=T7ec=0 dya=—4,b=0ec=17/3

3- Identifique cada equagdo das questdes 1 e 2 como completa ou incompleta.

4- ESCOLHA APENAS TRES equacdes de 2° grau para escrever na sua forma normal (ax*
+bx +c=0):

a)x’—1=x+15 d) (r=5*+ (r+2)* =10

b) y(y 3)+ (y=1)(y—4)=0 ) V5 =yl4+1°/8=0

o) x/(x+ 1)+ 1/(x=1)==5x*/(x*~1), comx#-lex#1 ) r—4=4r/(r-3),comr+3

5- ESCOLHA APENAS TRES equagdes de 2° grau para determinar as suas solugdes reais:
a)x/(x+1)=8/3+x/(1 =x),comx#—-1ex#1 e) (x—6)(x+5)+x=>51

b) (x 3)/(x* <4)+1=1/(x =2), comx £—2 e x #2 f)—2x* +9x + 18 =0
c)bx+5=0Bx+5)/(x-1),comx#1

d) 1/(x-3)-12=1/(x-2),comx#2ex+3

6- Multiplique o quadrado de um numero inteiro por 3. O resultado ¢ igual ao quintuplo do

mesmo numero aumentado de duas unidades. Qual ¢ esse nimero?

“Ndo ha ramo da Matemdtica, por mais abstrato que seja, que ndao
possa um dia vir a ser aplicado aos fenomenos do mundo real.” (Lobachevsky)

Boa Prova!
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APENDICE B — AVALIACAO 1 DOS ESTUDANTES EM 2025

AVALIACAO DE MATEMATICA: “O METODO DA FALSA POSICAO”

Licenciando: Ramon Felipe Feitosa Pezzin Supervisor: Prof. Dr. Wescley Bonomo
Identificagdo: aluno(a) codigo Data: / /
Motivagao:

“Uma quantidade cuja sexta parte lhe é subtraida resulta em 65. Qual é essa quantidade?”

ESCOLHA APENAS DUAS das seguintes equagdes presentes no Papiro de Rhind para
resolvé-las, utilizando exclusivamente o método da Falsa Posicao:

PROBLEMA 24: Uma quantidade cuja sétima parte lhe ¢ adicionada resulta em 19. Qual ¢
essa quantidade?

PROBLEMA 25: Uma quantidade cuja metade lhe ¢ adicionada resulta em 16. Qual ¢ essa
quantidade?

PROBLEMA 26: Uma quantidade cuja quarta parte lhe ¢ adicionada resulta em 15. Qual ¢
essa quantidade?

PROBLEMA 27: Uma quantidade cuja quinta parte lhe ¢ adicionada resulta em 21. Qual ¢
essa quantidade?

DESAFIO

PROBLEMA 31: Uma quantidade, e 2/3 dela, e 1/2 dela, e 1/7 dela,
adicionados, torna-se 33. Qual ¢ a quantidade?
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APENDICE C — AVALIACAO 11 DOS ESTUDANTES EM 2025

AVALIACAO DE MATEMATICA: “EQUACOES QUADRATICAS E O METODO
DE VIETE”

Licenciando: Ramon Felipe Feitosa Pezzin Supervisor: Prof. Dr. Wescley Bonomo

Identificagdo: aluno(a) cédigo Data: / /

1) Sejam x; e x; as raizes da equagdo ax’ + bx + ¢ = 0, mostre que:
a)x; +x,=-b/a

b)x; - x; = c/a

2) Forme as equacdes monicas dos segundo grau cujas raizes sao:
a)le-1

b)2e-3

c)Se7

d)-9el3

3) ESCOLHA APENAS UMA das seguintes equagdes de 2° grau para resolvé-la pelo
método de Viete:

a) 16X +8x+1=0
b)x’—x—20=0
) 10X’ +3x—4=0
DESAFIO

~ 2 ~ 7
Dada a equacdo aX” + bX + ¢ =0, se x| € x, sdo as suas raizes, sem resolve-la,
calcule as expressoes:

a) X12 + )sz, b) X13 + X23, C) (X1 —Xz)z

Dica: lembre-se que x; + x; =—b/aex; - x, = c/a
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APENDICE D — AVALIACAO III DOS ESTUDANTES EM 2025

AVALIACAO DE MATEMATICA: “EQUACOES POLINOMIAIS DE 3° GRAU”
Licenciando: Ramon Felipe Feitosa Pezzin Supervisor: Prof. Dr. Wescley Bonomo

Identificacdo: aluno(a) cédigo Data: / /

1) Vocé seria capaz de resolver estas equagdes polinomiais do 3° grau?
a) x° —25x =-24x b)5x° — 13x+11=0
¢) 6x° +5x* =0 d) 9’ +7x* +17=0

2) ESCOLHA APENAS UM ITEM para escrever a equacao polinomial do 3° grau que tem

como raizes:

a)-3,2e—1 b) —V3,V3e2 0)—= 22 d)-2,-1,0

4’ &

3) ESCOLHA APENAS DUAS das seguintes equagdes de 3° grau, SENDO UMA
COMPLETA E UMA INCOMPLETA para determinar suas raizes reais, utilizando a
Foérmula de Cardano. Para as equagdes de 3° grau completas, utilize a substituicao:

b
x=y—£

A fim de obter a equagdo de 3° grau na forma reduzida: y°* + py + ¢ =0

E finalmente aplique a férmula:

3 2 3 3 2 3
- |_2_ |9, P _4a a- , b~
y\/ 2 4+27+\/ 2+ 4+27

a)x —12x+20=0 ou b)xX’+6x+2=0
O)x —6x* +3x—2=0 ou )X’ +3x%+x+1=0
DESAFIO

Mostre que:

17+ V50 + 37— V50 =2

Dica: use a identidade (@ + b)° = a’ + b’ + 3ab(a + b) e denote a = 3\/ 7+ V50
eb=1+7— +50.
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ANEXOS



ANEXO A — RELATOS DOS ESTUDANTES SOBRE O ESTUDO DAS EQUACOES
ALGEBRICAS NO PROJETO DE EXTENSAO

Figura 6: Relato de estudante sobre os estudos realizados no Projeto de Extensdo em 2025 (Parte I).

Fonte: Estudante de noso Proeo 7 Extensio em 2025,




106

Fi

ua7: Relato de estudante sobre

os estudos realizados no Projeto de Extensdo em 2025 (Parte II).

1
s

Fonte: Estudante de nosso Projeto de Extensdo em 2025.
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Figura 8: Relato de estudante sobre os estudos realizados no Projeto de Extensdo em 2024 e 2025.

roan ‘P"‘MWW*
Ramon , a aprumdi midodsr. muile difwardin As noe ransbon i
Gpesnn b povm pmain. somplizndem, 2 bem divodide » Buslindem spromiam
milotlers. doranalusgin do i difoundin- des spramdidms mo calipis

'BKOOKO’U\ pngc'.MM AJPU“N\- JANOIG M aWNID& 2 M\Wk. Ah
N ,A‘m,w’"w’wﬁ b/ﬂ:mﬂ&)m,lm

W{ T AL A IS M'nm W“%M"I'P‘u“’"‘tm“

Fonte: Estudante de nosso Projeto de Extensdo em 2024 e 2025.



